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Аннотация. В процессе деформации тела происходит изменение формы его по-

верхности, что приводит к изменению направления тока, то есть изменяется 

электромагнитное поле тела, возникают вихревые токи, которые, взаимодей-

ствуя с внешним магнитным полем, приводят к появлению сил электромагнитного 

происхождения. Эти силы изменяют напряженное состояние тела и электромаг-

нитного поля в нем. В работе математически моделировано магнитоупругое де-

формирование неферромагнитных тонких оболочек находящейся под воздей-

ствием нестационарных электромагнитных сил и механических нагрузок. Полу-

чены численные результаты и проведены анализ электромагнитных эффектов 

напряженно-деформированного состояния неферромагнитных тонких оболочек. 

Исследуется влияние толщины на напряженно-деформированное состояние обо-

лочки. 

Ключевые слова: оболочка, деформация, напряжения, электромагнитное 

поле, магнитоупругость. 

 
I. ВВЕДЕНИЕ 

Важное место в механике сопряжен-

ных полей занимают вопросы изучения 

движения сплошной среды с учетом 

электромагнитных эффектов. Меха-

низм взаимодействия упругой среды с 

электромагнитным полем разнообра-

зен и обусловлен геометрическими ха-

рактеристиками и физическими свой-

ствами рассматриваемого тела. В част-

ности, этот механизм получает некото-

рые специфические особенности, когда 

рассматриваем проблемы относи-

тельно неферромагнитных тонких пла-

стин и оболочек. 

При движении проводящего тела в 

магнитном поле или при изменении 

магнитного поля во времени в теле воз-

никают индуцированные токи и обу-

словленные ими пондеромоторные 

силы Лоренца, что, в свою очередь, со-

провождается деформацией среды и 

появлением волн напряжений. Движе-

ние упругой среды в магнитном поле 

описывается совместной системой 

уравнений электродинамики медленно 

движущейся среды и уравнений дина-

мической теории упругости с учетом  

пондеромоторных сил. Данная система 

уравнений является нелинейной за счет 

нелинейности  соотношений обобщен-

ного закона Ома и выражений для пон-

деромоторных сил. 

При постоянных механических и 

геометрических параметрах задачи, с 
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помощью изменения электродинами-

ческих параметров можно получить 

конструктивные элементы с каче-

ственно новым механическим поведе-

нием.  Отметим, что в последнее время 

созданы материалы и нано материалы с 

новыми электромагнитными свойства-

ми. Эти материалы могут эффективно 

использоваться в различных областях 

новой техники при разработке новых 

технологий.  

В последние десятилетия значи-

тельное внимание в литературе уделя-

ется исследованию процесса деформа-

ции электропроводных тел, помещен-

ных во внешнее переменное магнитное 

поле, под воздействием нестационар-

ных силовых, тепловых и электромаг-

нитных нагрузок.  

Интерес к исследованиям в этой об-

ласти связан с важностью количествен-

ного изучения и оценки наблюдаемых 

эффектов взаимосвязи нестационар-

ных механических, тепловых и элек-

тромагнитных процессов и их практи-

ческим применением в различных об-

ластях современной техники при разра-

ботке новых микротехнологий, а также 

в области микронанотехнологии и мик-

роэлектроники, а также современных 

измерительных системах и т.д. [1-10]. 

II. НЕЛИНЕЙНАЯ ПОСТАНОВКА 

ЗАДАЧИ. УРАВНЕНИЕ МАГНИ-

ТОУПРУГОСТИ. 

Будем рассматривать неферромаг-

нитных тонких оболочек переменной 

вдоль меридиана толщины, находя-

щихся под действием нестационарных 

электромагнитных и механических по-

лей. Пренебрегая влиянием процессов 

поляризации и намагничивания, счи-

таем, что к торцу оболочку подводится 

переменный электрический ток от 

внешнего источника. Предполагается, 

что сторонний электрический ток в не-

возмущенном состоянии равномерно 

распределен по телу (плотность тока не 

зависит от координат). 

Предположим, что геометрические 

и механические характеристики тела 

таковы, что для описания процесса де-

формирования применим вариант гео-

метрически нелинейной теории тонких 

оболочек в квадратичном приближе-

нии. Также предполагаем, что относи-

тельно напряженности электрического 

поля �⃗�  и напряженности магнитного 

поля �⃗⃗�  выполняются электромагнит-

ные гипотезы [1]: 
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Эти допущения являются некото-

рым электродинамическим ана-логом 

гипотезы недеформируемых нормалей 

и вместе с последней составляют гипо-

тезы магнитоупругости тонких тел. 

Принятие этих гипотез позволяет све-

сти задачу о деформации трехмерного 

тела к задаче о деформации выбранной 

произвольным образом координатной 

поверхности.  Координатную 
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поверхность в недеформированном со-

стоянии от-несем к криволинейной ор-

тогональной системе координат 𝑠 и 𝜃, 

где 𝑠 − длина дуги образующей (мери-

диана), отсчитываемая от некоторой 

фиксированной точки, 𝜃 − централь-

ный угол в параллельном круге, отсчи-

тываемый от выбранной плоскости. 

Координатные линии 𝑠 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 и 𝜃 =

𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 являются линиями главных кри-

визн координатной поверхности. Вы-

бирая координату 𝜁 по нормали к коор-

динатной поверхности вращения, отно-

сим оболочки к координатной про-

странственной сис-теме координат 

𝑠 , 𝜃 , 𝜁. Предполагаем, что на поверх-

ности оболочки известен вектор маг-

нитной индукции, а также поверхност-

ные механические силы. 

При получении разрешающей си-

стемы в нормальной форме Коши вы-

берем в качестве основных функций 

𝑢,  𝑤, 𝜃𝑆,  𝑁𝑆,  𝑄𝑆,  𝑀𝑆,  𝐵𝜁 , 𝐸𝜃 Выбрав 

именно эти функции, в дальнейшем 

можно выбирать различные комбина-

ции закрепления оболочки. Дифферен-

циальная система уравнений в основ-

ных функциях, описывающая напря-

женно-деформированное состояние то-

конесущих оболочек в магнитном поле 

при учете геометрической нелинейно-

сти разрешается относительно первой 

производной искомых функций по од-

ной из координат. Предполагаем, что 

все компоненты возбужденного элек-

тромагнитного поля и поля перемеще-

ний входящие в уравнения задачи маг-

нитоупругости не зависит от коорди-

наты  , а также считаем, что упругие и 

электромагнитомеханические характе-

ристики материала оболочки не изме-

няются вдоль параллели. 

После некоторых преобразований 

[2] получаем полную систему нелиней-

ных дифференциальных урав-нений 

магнитоупругости в форме Коши, ко-

торая описывает напряженное состоя-

ние электропроводящей гибкой нефер-

ромагнитной оболочки при нестацио-

нарном воздействии механи-ческого и 

магнитного полей. 

;
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В соотношениях (1), (2) использо-

ваны общепринятые в теории оболочек 

и теории электромагнито-упругости 

обозначения. Кроме того, здесь вве-

дены такие обозначения: 


SB - тангенци-

альные составляющие индук-ции маг-

нитного поля на поверхностях нефер-

ромагнитной токопроводящей обо-

лочки. 

Решение краевых задач магнито-

упругости связано с определенными 

трудностями.  

Это объясняется тем, что разрешаю-

щая система (2) является системой 

дифференциальных уравнений гипер-

боло-параболического типа восьмого 

порядка с переменными коэфициен-

тами.  

Компоненты пондеромоторной си-

лы Лоренца включают нелинейные 

члены, обусловленные учетом переме-

щений оболочки при ее деформирова-

нии. 

III. МЕТОДИКА РЕШЕНИЯ  

СВЯЗАННОЙ ЗАДАЧИ МАГНИ-

ТОУПРУГОСТИ. 

Разработанный методики к числен-

ному решению новых класс связанных 

задач магнитоупругости неферромаг-

нитных оболочек вра-щения, основан 

на последовательном применении ко-

нечноразностной схемы Ньюмарка, ме-

тода квазилинеаризации и дискретной 

ортогонализации [2-8, 10-16].  

Для эффективного использования 

предложенной методики предпола-

гаем, что при появлении внешнего маг-

нитного поля не возникает резких 

скин-эффектов по толщине оболочки и 

электромагнитный процесс по коорди-

нате 𝜁 быстро выходит на режим, близ-

кий к установившемуся.  

Отметим что, применяя схему Нью-

марка, весь интервал изменения вре-

мени разобьем на отдельные малые по 

времени интервалы и историю дефор-

мирования проследим, последо-ва-

тельно решая задачи на каждом вре-

менном слое. 

IV. ЧИСЛОВОЙ ПРИМЕР.  

АНАЛИЗ РЕЗУЛЬТАТОВ. 

Исследуем поведение ортотропной 

оболочки в зависимости от изменения 

толщины оболочки. Задача для орто-

тропного конуса из бериллия перемен-

ной толщины ℎ = 5 ⋅ 10−4(1 − 𝛼 𝑠
𝑠𝑁⁄ ) 

м рассчитана при различных значениях 

параметра 𝛼 = {0.2;  0.3;  0.4;  0.5} ха-

рактеризующего переменность тол-

щины в меридиональном направлении. 

При решении задачи параметры 

принимают следующие значения: 

0
0
=s , 5,0=Ns м , )1(105 4

Ns
sh −= − м, мrsrr 5.0;cos 00 =+=  ,  
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116.314 −= с , ,2300 3м
кг= TлBB ss 5.0== −+ . 30= , TлB

S
1.0

0
= , 

м
Гн610256.1 −= , ,sin105 2

5

м
AtJ TC  −=  ( ) 18

1 10279.0
−

= мОм ,  

( ) 18

2
10321.0

−
= мОм , ( ) 18

3 10136.1
−

= мОм , 03.0=
S

 , 09.0=


 , 

2

3 sin105
м

НtP 


= , ,108.28 2

10

м
Нe

S
=  ,1053.33 2

10

м
Нe =


 

Решение задачи находилось на ин-

тервале времени 𝜏 = 0 ÷ 10−2𝑐, шаг 

интегрирования по времени выбирался 

равным 𝛥𝑡 = 1 ⋅ 10−3𝑐. 

На ниже приведенном рисунке гра-

фики (1, 2, 3, 4) соответствуют значе-

ниям параметра  

 5.0;4.0;3.0;2.0= . 

 
1 - 𝛼 = 0.2;  2 - 𝛼 = 0.3; 3 - 𝛼 = 0.4; 4 - 𝛼 = 0.5. 

Рис.1. Распределение  прогиба 𝑤 по времени 𝑡 при 𝑠 = 0.35м для  

различных значениях параметра 𝛼. 

На рис. 1 показаны изменения про-

гиба 𝑤 по времени 𝑡 при 𝑠 = 0.35м для 

различных значений параметра 𝛼. 

Как видно из кривых, максимальные 

значения прогибов достигают при 𝑡 =

5 ⋅ 10−3𝑐 и с увеличением α значения 

их увеличивается.  

V. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В данной статье рассмотрена связан-

ная задача магнитоупругости для не-

ферромагнитной гибкой оболочки с 

учетом геометрической нелинейности. 

Исследуется влияние толщины на 

напряженно-деформированное состоя-

ние неферромагнитной оболочки. По-

лученные результаты свидетельствует 

о влиянии толщины на деформацию 

оболочки и необходимости учета этого 

фактора в расчетных схемах.  

Как видно, переменность толщины 

оказывает значительное влияние на из-

менения напряженно-деформирован-

ного состояния неферромагнитной 

оболочки, а учет геометрической нели-

нейности позволяет существенно уточ-

нить картину деформирования.
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Abstract. In the process of deformation of the body, the shape of its surface changes, 

which leads to a change in the direction of the current, that is, the electromagnetic field 

of the body changes, eddy currents arise, which, interacting with an external magnetic 

field, lead to the appearance of forces of electromagnetic origin. These forces change the 

stress state of the body and the electromagnetic field in it. The work mathematically sim-

ulates the magnetoelastic deformation of non-ferromagnetic thin shells under the influ-

ence of non-stationary electromagnetic forces and mechanical loads. Numerical results 

are obtained and an analysis is made of the electromagnetic effects of the stress-strain 

state of non-ferromagnetic thin shells. The effect of thickness on the stress-strain state of 

the shell is studied. 

Keywords: shell, deformation, stresses, electromagnetic field, magnetoelasticity. 
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NOSTATSIONAR MAGNIT MAYDONIDA FERROMAGNIT  

BOʻLMAGAN QOBIQNING MAGNITOELASTIK  

DEFORMATSIYALANISHINI MATEMATIK MODELLASHTIRISH 
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1Muhammad al-Xorazmiy nomidagi Toshkent axborot texnologiyalari universiteti  
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Annotatsiya. Jism dermatsiyalanish jarayonida sirti shakli oʻzgaradi, bu esa tok 

yoʻnalishi oʻzgarishiga olib keladi, elektromagnit maydoni oʻzgaradi va yurmaviy toklar 

vujudga keladi. Ular tashqi magnit maydoni bilan oʻzaro ta’sirlashib elektromagnit 

kuchlari paydo boʻladi. Bu kuchlar jism kuchlanganlik holatini va undagi elektromagnit 

maydonini o`zgartiradi. Maqolada nostatsionar elektromagnit kuchlar va mexanik 

yuklanishlar ta’sirida boʻlgan ferromagnit boʻlmagan yupqa qobiqning magnitoelastik 

deformatsiyalanishini matematik modellashtirilgan. Sonli natijalar olingan va ferromag-

nit boʻlmagan tok oʻtkazuvchi qobiq kuchlanganlik deformatsiyalangan holati va elektro-

magnit effektlar tahlili oʻtkazilgan. Qobiq kuchlanganlik-deformatsiyalanganlik holatiga 

qalinlikning ta’siri tadqiq qilingan.  

Kalit soʻzlar: qobiq, deformatsiya, kuchlanish, elektromagnit maydoni, magni-

toelastiklik. 


