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В данной статье разработано интервальное расширение структуры 
решения основных типов краевых задач для дифференциальных уравнений в 
частных производных четвертого порядка.
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Ушбу мацолада хусусий хосилали туртинчи тартибли дифференциал 
тенгламаларнинг асосий чегаравий масалаларининг ечим тузилишини 
интервал арифметиканинг асосоий амалларини цуллаган холда интервал 
кенгайтирилган ечимларининг тузилиши ишлаб чицилган.

Таянч иборалар: ечим тузилиш, интервал кенгайтма, чегаравий масала, 
R-функция усули.

This article is designed interval extension structure basic types of solutions of 
boundary value problems for differential equations of the fourth order adopting 
major components interval arithmetic operations.

Keywords: structure solutions, interval arithmetic, boundary value 
problems, R-function method.

I. ВВЕДЕНИЕ

Метод R-функцией особенно широко применяется для решения 
краевых задач математической физики, выражающихся дифференциальными, 
интегральными и интегро-дифференциальными уравнениями, при помощи 
которых описываются математические модели различных физических, 
технических, механических и т.д. процессов [1]. Метод R-функций позволяет 
построить координатные последовательности, удовлетворяющие краевым 
условиям точно, без каких-либо аппроксимаций. Однако при решении систем 
дифференциальных (интегро-дифференциальных) уравнений в частных 
производных высокого порядка из-за плохой обусловленности матрицы 
(полная матрица больших порядков, составленная в результате дискретизации 
по пространственным переменным с применением метода R-функций) 
теряется точность приближенного решения. Кроме того, подобные потери 
точности возникают в случаях, когда исходные данные задачи не точные, 
приближенно вычисляются значения интегралов и погрешности методов 
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решения разрешающих уравнений и т.д.
Эти недостатки можно устранить при помощи интервального метода 

[2-4]. Отсюда следует необходимость разработки алгоритма сочетания метода 
R-функций и интервального метода для решения практических задач, которое 
будем называть интервально-значной R-функцией [5]. Поэтому здесь 
строятся интервальные расширения для структурных формул, построенные 
для основных типов краевых задач поперечного изгиба тонких пластин, что 
описывается дифференциальным уравнением в частных производных 
четвертого порядка.

II. ОСНОВНАЯ ЧАСТЬ

Построении интервальные расширения структурных формулы
Для простоты изложения рассмотрим задачи о поперечном изгибе 

тонких пластин [9]:

Db2u=q (1)
Д' 3-

где - цилиндрическая жесткость пластина, - толщина
пластины, E - модуль юнга, 3- коэффициент Пуассона, ; - поперечные 

. а3 - а2 е-нагрузка, = — - —, -■ - прогиб пластины.
В задачах о поперечном изгибе тонких пластин на границе Г (или ее 

участках Г i ) задается по два краевых условия.
1.Жестко защемленная пластина. На контуре пластины равны нулю 

прогибы и углы поворота:

ди
дп (2)

Здесь < нормаль к Г. В этом случае можно использовать следующее 
структурные формулы [1]:

и = ы2Ф (3)
При этом предполагается, что г.- > з на Г. На практике встречаются 

варианты жесткого защемления с поперечными смещениями и поворотами 
кромки пластины. Для него вместо краевых условий (2) есть условия

г = Фо (4)
,

где — заданные функции на Г. Обозначив продолжения в область Г 
как sc.'. = = ~, (ЕС - оператор склеивания граничных значений)
продолжим в Г и также в структуры решения краевой задачи (1), (3).
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Построение вида полинома метода R-функций имеет вид [1]:

U = — CiiD-tP + а>2Ф (5]

где Ф - неопределенная функция, 3- - дифференциальный оператор, со 
следующим вида,

и ® - уравнение границы области, со следующим вида,

Применяя операции интервальной арифметики, построим интервальное 
расширение структуры решения (5):

и получаем

Формула (7) является интервальной в структуре решения краевой 
задачи (4).

Здесь i = {йлД,ыф,ап1>, , L1 = ^.С^ср, йН^фз,

1: - ^-Ф ~-Ф .^- Ф ~- Ф- Ф - неопределенная интервальная функция.

Свободно опертая пластина. Для нее краевые условия имеют вид

где - и - - направления нормали и касательной к Г соответственно.
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Как было показано в [1], эти условия можно написать также в виде

где р - радиус кривизны Г.
В структуре решения краевой задачи (1), (9) построение вида полинома 

метода R-функции имеет вид [1]:

где ?:- неопределенные функции и 2- ;■ - дифференциальные 
операторы следующего вида [1],

дги (ды
дх™~гдх12 \3хг

Применяя операции интервальной арифметики, построим интервальное 
расширение структуры решения (9):

(["-"] [^-*Г])-([">"] [^^])]- (13)[d2([ [*b*i]) + v0r3X

принимая во внимание, что
[<^»][^] = [я^],

где :<;л- i, ■< = ?■. - 'р-. ',

где л- = ^:<-'л-:, л- = {1^,1^},

^2 + [*1'*1] Я2[й>,й>] = [я2,Я^|,
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где [ ы,й]О2 [

}, .'Л -
,

,
j, л':; -

и получаем 
[ ^-“1 =

принимая во внимание, что

где 5

и получаем
[«,«] = [ад]-= (15)

или

Принимая во внимание, что

где 5
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где

где

и получаем

5

55 5

В интервальном расширении структуры (15), 
неопределенная интервальная функция, 3- 
операторы вида (11) и (12).

(17), -
- дифференциальный

З.Упруго закрепленные пластины. Для них функция прогибов и

удовлетворяет на Г краевым условиям

u|r = 0,

д2и , д2и , fl-v0 , 
рп + (19)

где - радиус кривизны границы Г, a < - жесткость заделки на изгиб. 
Структуры решение краевой задачи (1), (18) и (19) построение вида 

полинома метода R-функции имеет вид [1]:

и = й>ф1 +^й>3ф2 |^2[Ф1(Л2й)+v0T2id + к)+2Р1Ф1] (20)

где ?■_ ?-_- неопределенной функции и 3- - дифференциальный
операторы вида (11) и (12), (6).

Применяя операции интервальной арифметики, построим интервальное 
расширение в структуре решения (20):

(21)
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учитывая, что
= [0^,07],

~[<0,О>] ^4*2' [ •^14'^14]' где ^14 = mln{-^14}’ -^14 ^^^{-^14}»
^14 = 6-3^z-3

и получаем (20) в виде:
[uii] = [^^] + [^4^]-[^]

[ ^1' ^*1] ([^2 ££,О2со] + [ii0T2ta,ii0T2&>] + fc) + ^2£>1Ф1,2О1Ф1] (22)

принимая во внимание, что
[^][лЛ\] = [^^], 

где И4 = minfW’ij, = rnaxiWj, = at ФрёГ Фх 1,
[и^,йу] [о2ы,о2й] = [и^],

где W2 = min{W2 }, ИЛ
[u0T

= pV) ], И", — -^K

ff] =
|3

где W3 = min{W3}, W3 = max[W3},■j &J , H(j l л lO

где Г.’; Г- ! I л t, = a^l-D^ <P1,a12D1<P1,a1 2Л1Ф1, а12О1Ф1 j,

и получаем (23) в виде:

w4, й; -
(24)

В интервальном расширении структуры (21)-(24), ? -
неопределенная интервальная функции, - - дифференциальный
операторы вида (11) и (12), (3).
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4. Частично жестко защемленные и частично упруго закрепленные 
пластины. Пусть контур Г пластины состоит из двух непересекающихся 
частей Г1 и Г2, на первой из которых пластина жестко защемлена, а на второй 
- упруго закреплена. Краевые условия в этом случае имеют вид

где и < есть соответственно коэффициент Пуассона, радиус
кривизны Г2 и жесткость закрепления пластины. Как и ранее, будем 
обозначать z_:f: = = - (ЕС - оператор продолжения граничных
значений).

Структуры решение краевой задачи (1), (24) и (25) построение вида 
полинома метода R-функции имеет вид [1]:

где ?■_ неопределенной функции и 3- - дифференциальный
операторы вида (11) и (12), (6).

Применяя операции интервальной арифметики, построим интервальное 
расширение в структуре решения (27):

или
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принимая во внимание, что

где 8^ = miiifBj}, В1 =

где

где

где

и получаем (28) в виде:
[ и, и] = [ + [ &3' вз] —

-[^5][[ад] + [^^] + [^] + [^в7]]] (зо)

или

Принимая во внимание, что
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где С2 = min{C2J, Сг = max [Сг), Сг = ;
[ад][^Ь][ад] = [Сз^],

= max

[^1][^й][^55] = [с*,С4],

где С4 min[C4}, С4 £С4), С4 ^А^53т A^B^t А4±73, А4ъ3^ ,
[^]М[в^] = [ад],

где С5 = тт{С5}, С5 = тм{С5}, С5 = AjBfiJAjBej ,
[ад][А,ь][^,^] = [ад],

где Cg nfiiii[Cg}, C& max(C^), [a^S^, A^B7r А-^^А.^?] ,

и получаем (30) в виде:

или
[ U>u] = [ C-l + C2 — C3 — C4 — C5 — C5,C1 + C2 — C3 — C4 — C5 — C6| (зз)

В интервальном расширении структуры (28), (30), (32), ®: ®: ] ] -
неопределенная интервальная функции, 2- 2- - дифференциальный
операторы вида (11) и (12), (6).

5. Пластины, частично жестко защемленные и частично свободные. 
Пусть Г1 - участок границы Г, по которому пластина жестко защемлена, а 
остальная часть границы Г2 = Г \ Г1 - свободна. Краевые условия в этом 
случае имеют вид:

ди
дп

(34)

д2и cPiA
дп2 +V° дт2) (35)

(36)
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Структуры решения краевой задачи (1), (34), (35) и (36) построение 
вида полинома метода R-функции имеет вид [1]:

а>Д1а>Д‘“?Фг +Ф1 _^[D=S + (2 -''оХ01в7'=в)][ф1 “ °?ф^ + 

+Ч>г2<!4]} - у- [°?Ч - "’Л‘%1] (37)

где ?■_ неопределенной функции и 3- - дифференциальный
операторы вида (11) и (12), (3), з; - дифференциальный оператор, со 
следующим вида [1],

и применяя операции интервальной арифметики, построим 
интервальное расширение структуры решение (37):

Принимая во внимание, что

["г^2] [
2 I-
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где

где = n-dr.?;: 7 = j ф Jo? “з/ V.

vQ [^,^]\С2)([л,^]} = [^Л],

Vfi = inm{Vj,Vfi

где __ __
= max{V6lV6 =

z а в —g- —g- х

где 2 = ™<r-= = >^.v?-= ■- = ;=3/^=3/
Г "I3
1^'4 гсе( [^■Ч) = [!«-у«]

где
= ттВД =пии{Кя17я = [^=^^=7^4^ ^7^},

и получаем (39) в виде:

[«,«] = [ц,^] {[^Л] + [^^]-[^Л]-[^Л]{[^^]-[^^]- 
- [ ^' 7й] } - [ ^ ^7] + [ ^ ^3]} (40)
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или

Принимая во внимание, что

= тол:

= max

= max
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и получаем (41) в виде:

G^+ G^~ G3 - G4 4 G^+ G^~ G7 + G^ 
u = G1 + C2 - G3 — G4 + G5 + Gfi — G7 + G3

или

В интервальном расширении структуры (40), (41), (42), *-] -
неопределенная интервальная функции, 3- 3- з; - дифференциальный
операторы вида (11), (12), (6), и (38).

III. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Построены интервальные расширения структур решений основных 
типов краевых задач: жестко защемленная пластина, свободно опертая 
пластина, упруго закрепленные пластины, частично жестко защемленные и 
частично упруго закрепленные пластины, частично жестко защемленные и 
частично свободные пластины для дифференциальных уравнений в частных 
производных четвертого порядка. Полученные результаты можно 
использовать для построения интервально - значений структуры решения для 
других краевых задач дифференциальных уравнений в частных производных 
различных порядка. Полученные решения легко реализуется в компьютерах.

Эта статья посвящается памяти профессора Шодмонкула 
Арзикуловича Назирова.
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