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Оптимизация вычислительных методов в функциональных пространствах явля-
ется одной из основных задач вычислительной математики. В настоящей работе при-
водятся алгебраические и функциональные постановки задачи разностных формул.
Для оптимизации разностных формул т.е построения оптимальных разностных фор-
мул в функциональных пространствах важную роль играет экстремальная функция
данной разностной формулы. В этой работе в пространстве Соболева явно найде-
на экстремальная функция разностных формул и вычислена норма функционала
погрешности разностных формул в сопряженном пространстве Соболева.
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1 Введение
Пусть требуется найти приблежённое решение дифференциального уравнения

𝑦′ = 𝑓(𝑥, 𝑦) (1)

с начальным условием 𝑦(0) = 𝑦0 на отрезке [0,1]. Разделим этот отрезок на 𝑁 частей
длины ℎ = 1

𝑁
и будем искать приближенное значения 𝑦𝑛 искомого решения 𝑦(𝑥) в

точках 𝑥𝑛 = 𝑛ℎ, 𝑛 = 0, 1, ..., 𝑁. Классическим примером методов такого рода служит
метод Эйлера, который состоит в следующем: приближенное значение 𝑦𝑛+1 решения в
точке 𝑥𝑛+1 получается из приближенного значения 𝑦𝑛 решения в точке 𝑥𝑛 по формуле

𝑦𝑛+1 = 𝑦𝑛 + ℎ𝑦′𝑛, (2)

где 𝑦′𝑛 = 𝑓(𝑥𝑛, 𝑦𝑛), так что 𝑦𝑛+1 есть линейная комбинация значений функции и ее
первой производной в точке 𝑥𝑛.

Мы будем рассматривать лишь так називаемые дискретные методы, т.е. методы
определяющие решение для дискретных значений независимой переменной. Харак-
терная особенность дискретных методов для решения уравнения (1) заключается
в том, что процесс решения состоит в повторении алгоритма для получения иско-
мого решения 𝑦𝑛 с использованием известных, ранее вычисленных значений 𝑦𝑛−𝑗 и
𝑓(𝑥𝑗, 𝑦𝑗), 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑠.

Проблему построения численного алгоритма можно разделить на три группы:
1. Локальные свойства алгоритма.
Задача заключается в выборе такого алгоритма для определения 𝑦𝑛, чтобы раз-

ность 𝑦𝑛 − 𝑦(𝑥𝑛) была минимальной. Здесь 𝑦𝑛 обозначает приближенное значение
точного решения 𝑦(𝑥); предполагается, что 𝑦(𝑥𝑛−𝑗), 𝑗 = 1, 2, ...,𝑚 известны. Асимп-
тотическая оценка точности алгоритма для |𝑥𝑛−𝑗 − 𝑥𝑛−𝑗−1| = ℎ → 0 определяется
двумя числами (𝛼,𝐶), если
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|𝑦𝑛 − 𝑦(𝑥𝑛)| = 𝐶ℎ𝛼 + 𝑜(ℎ𝛼).

Решение предполагается достаточно гладким, а параметр 𝛼 характеризует алгеб-
раическую степень точности. Примером такого алгоритма служит метод Эйлера (2),
для которого 𝛼 = 2, 𝐶 = 1

2
𝑦′′(𝑥𝑛).

2. Глобалные свойства алгоритма.
Основной задачей становится выбор такого алгоритма, который бы не приводил

к напоплению ошибок, т.е. чтобы 𝑦𝑛 → 𝑦(̃︀𝑥) при |𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1| → 0 и 𝑥𝑛 → ̃︀𝑥.
3. Устойчивость алгоритма как численный процесс.
Некоторые сходящиеся алгоритмы могут сопровождаться численной неустойчи-

востью. Потому мы расмотрим условия, гарантирующие устойчивость алгоритмов.

2 Задача о построении разностных формул
Задача о построении разностных формул, верных для многочленов степени 6 𝑚−

− 1, которую мы также рассмотрим сначала в ее алгебраической постановке.
Всюду, в дальнейшем под разностной формулой мы будем понимать приближен-

ное равенство
𝑘∑︁

𝛽=0

𝐶[𝛽]𝜙[𝛽]− ℎ
𝑘∑︁

𝛽=0

𝐶(1)[𝛽]𝜙′[𝛽] ∼= 0, (3)

Здесь [𝛽] = ℎ𝛽, 𝛽 = 0, 1, ..., 𝑘 𝐶[𝑘] ̸= 0, 𝐶[𝛽] и 𝐶(1)[𝛽]- коэффициенты разностной
формулы.

Погрешностью формулы мы назовем разность

(𝑙, 𝜙) =
𝑘∑︁

𝛽=0

𝐶[𝛽]𝜙[𝛽]− ℎ
𝑘∑︁

𝛽=0

𝐶(1)[𝛽]𝜙′[𝛽]. (4)

Равенство (4) задает на классах дифференцируемых по [0, 1] функциях 𝜙 адди-
тивный и однородный функционал 𝑙, который мы будем называть функцианалом
погрешности разностной формулы (3). Скажем, что разностная формула точна на
функции 𝜙, если разность (4) равна нулю. Другими словами, функции, на которых
точна разностная формула, образуют ядро функционала погрешности 𝑙. Задача о
построении разностной формулы в алгебраической постановке для отрезка [0, 1] за-
ключается в следующем.

Требуется найти коэффициенты 𝐶[𝛽] и 𝐶(1)[𝛽] разностной формулы таким об-
разом, чтобы она была точна на всех многочленах из пространства P𝑚−1 (P𝑚−1-
пространство многочленов степени 𝑚− 1) при вазможно большом 𝑚.

Таким образом, мы считаем качество разностной формулы тем выше, чем больше
размерность пространства многочленов на которых эта формула точна.

Подставляя в (4) вместо 𝜙(𝑥) многочлен 𝑃𝑚−1(𝑥) = 𝑎0𝑥
𝑚−1 + 𝑎1𝑥

𝑚−2 + ... + 𝑎𝑚−1.
мы получим

(𝑙, 𝑃𝑚−1(𝑥)) =
𝐾∑︁
𝛽=0

𝐶[𝛽]𝑃𝑚−1[𝛽]− ℎ

𝐾∑︁
𝛽=0

𝐶(1)[𝛽]𝑃 ′
𝑚−1[𝛽].

Таким образом, наше требование (𝑙, 𝑃𝑚−1(𝑥)) = 0 при 𝑃𝑚−1(𝑥) ∈ P𝑚−1 равносильно
системе условий

(𝑙, 𝑥𝛼) = 0, 𝛼 = 0, 1, ...,𝑚− 1, (5)
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выполняется в том и только в том случае, когда векторы

𝐶 = (𝐶[0], 𝐶[1], ..., 𝐶[𝑘]) и 𝐶(1) = (𝐶(1)[0], 𝐶(1)[1], ..., 𝐶(1)[𝑘])

представляют собою решение системы уравнений

𝑘∑︁
𝛽=0

𝐶[𝛽] = 0, 𝐶[𝑘] = 1,

(ℎ𝑘)𝑠 +
𝑘−1∑︁
𝛽=0

𝐶[𝛽](ℎ𝛽)𝑠 =
𝑘∑︁

𝛽=0

𝑠𝐶(1)[𝛽](ℎ𝛽)𝑠−1, 𝑆 = 1, 2, ...,𝑚− 1.

Система (5) всегда имеeт решение как только 𝑘 > 𝑚− 1.
Теперь приводим известные разностные формулы, построенные алгебраическим

путем.
Обозначим ▽𝑦𝑛 = 𝑦𝑛 − 𝑦𝑛−1, тогда формула Адамса-Башфорта имеет вид

𝑦𝑛+1 = 𝑦𝑛 + ℎ(𝑦′𝑛 +
1

2
▽ 𝑦′𝑛 +

5

12
▽2 𝑦′𝑛 +

3

8
▽3 𝑦′𝑛 + ...),

а формула Адамса-Мултона

𝑦𝑛 = 𝑦𝑛−1 + ℎ(𝑦′𝑛 −
1

2
▽ 𝑦′𝑛 −

1

12
▽2 𝑦′𝑛 −

1

24
▽3 𝑦′𝑛...).

Существуют и другие известныe формулы, например, формулы Нистрoма и
Мали-Симпсона и другие.

3 Функциональная постановка задач. Экстремальная
функция разностной формул
Переходим теперь к функциональной постановке наших задач. Будем рассматри-

вать функции 𝜙(𝑥), принадлежащие гильбертову пространству Соболева 𝐿(𝑚)
2 (0, 1).

𝐿
(𝑚)
2 -гильбертово пространство классов вещественных фунций 𝜙(𝑥), отличающихся

на полином степени 𝑚−1 с производными (в смысле обобщенных функций) порядка
𝑚, квадратично интегрируемыми в интервале [0, 1] и скалярным произведением

{𝑓, 𝜙} =

1∫︁
0

(︂
𝑑𝑚𝑓(𝑥)

𝑑𝑥𝑚

)︂(︂
𝑑𝑚𝜙(𝑥)

𝑑𝑥𝑚

)︂
𝑑𝑥. (6)

Так как 𝐿(𝑚)
2 (0, 1) вложено в пространству 𝐶(0, 1) непрерывных функций, то ли-

нейным будет и функционал погрешности разностной формулы

(𝑙, 𝜙) =
𝐾∑︁
𝛽=0

𝐶[𝛽]𝜙[𝛽]− ℎ
∑︁
𝛽=0

𝐶(1)[𝛽]𝜙′[𝛽] =

=

∞∫︁
−∞

[︂ 𝐾∑︁
𝛽=0

𝐶[𝛽]𝛿(𝑥− ℎ𝛽) + ℎ

𝐾∑︁
𝛽=0

𝐶(1)[𝛽]𝛿′(𝑥− ℎ𝛽)

]︂
𝜙(𝑥)𝑑𝑥. (7)
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𝐾∑︁
𝛽=0

𝐶[𝛽]𝜙[𝛽]− ℎ

𝐾∑︁
𝛽=0

𝐶(1)[𝛽]𝜙′[𝛽] ∼= 0

в функциональной постановке состоит в нахождении такого функционала (7), нор-
ма которого в пространстве 𝐿(𝑚)*

2 (0, 1) минимальна. Для нахождения в явном виде
нормы фунционала погрешности 𝑙 мы будем пользоваться часто так називаемой экс-
тремальной функцией данного функционала, т.е такой функцией 𝜓𝑙 для которой

(𝑙, 𝜓𝑙) = ‖𝑙‖ · ‖𝜓𝑙‖.

Известно, что в работе И.Бабушка и др. [1] нахождение экстремальной функ-
ции 𝜓𝑙(𝑥) сведена к решению дифференциального уравнению 2𝑚-го порядка. Одна-
ко там решение не приводится. Наш метод нахождения 𝜓𝑙(𝑥) отличается от метода
И.Бабушка и позволяет явно найти экстремальную функцию. Функциональной по-
становке задач теории кубатурных формул рассматривалось в работах [2–10]

Норма функции в пространстве Соболева 𝐿(𝑚)
2 (0, 1) определяется формулой

‖𝜙|𝐿(𝑚)
2 (0, 1)‖ =

(︃ 1∫︁
0

(𝜙(𝑚)(𝑥))2𝑑𝑥

)︃ 1
2

(8)

Поскольку функционал 𝑙 вида

𝑙 =
𝑘∑︁

𝛽=0

𝐶[𝛽]𝛿(𝑥− ℎ𝛽) + ℎ
𝑘∑︁

𝛽=0

𝐶(1)[𝛽]𝛿′(𝑥− ℎ𝛽)

определен в 𝐿(𝑚)
2 (0, 1), то имеем

(𝑙, 𝑥𝛼) = 0, 𝛼 = 0, 1, ...,𝑚− 1.

Поскольку норма элемента 𝜙 из гильбертово пространства 𝐿(𝑚)
2 (0, 1) определяет-

ся по формуле (8) и скалярное производение опрнделяется формулой (6) и применяя
теорему Рисса, найти для каждого функционала, в том числе для функционала про-
грешности разностной формулы, явное выражение через некоторую функцию 𝜓𝑙,
которая является элементом Рисса. По теореме Рисса имееют место равенство и при
𝜙 ∈ 𝐿

(𝑚)
2

(𝑙, 𝜙) = {𝜓𝑙, 𝜙}, (9)

‖𝑙|𝐿(𝑚)*
2 (0, 1)‖ = ‖𝜓′

𝑙|𝐿
(𝑚)
2 (0, 1)‖.

В силу (6) и (9) получаем, следующее тождество справедливое для любой функ-
ции 𝜙 ∈ 𝐶(∞)(0, 1) - пространство бесконечно дифференцируемых финитных функ-
ций

1∫︁
0

𝑑𝑚𝜓𝑙(𝑥)

𝑑𝑥𝑚
𝑑𝑚𝜙(𝑥)

𝑑𝑥𝑚
𝑑𝑥 = (𝑙, 𝜙). (10)
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Произведя𝑚 раз интегрирование по частям в смысле обобщенных функций, после
некоторых упращений левой части (10) получим

(𝑙, 𝜙) =

1∫︁
0

(
𝑑𝑚

𝑑𝑥𝑚
𝜓𝑙(𝑥))(

𝑑𝑚

𝑑𝑥𝑚
𝜙(𝑥))𝑑𝑥 =

= (−1)𝑚(
𝑑2𝑚

𝑑𝑥2𝑚
(𝜀[0,1](𝑥)𝜓𝑙(𝑥)), 𝜙(𝑥))+

+
𝑚∑︁
𝑗=1

(−1)𝑗−1 𝑑
𝑚+𝑗−1

𝑑𝑥𝑚+𝑗−1
𝜓𝑙(𝑥)

𝑑𝑚−𝑗

𝑑𝑥𝑚−𝑗𝜙(𝑦)|
𝑦=1
𝑦=0 =

= (
𝑑2𝑚

𝑑𝑥2𝑚
((−1)𝑚𝜀[0,1](𝑥)𝜓𝑙(𝑥)), 𝜙(𝑥))+

+(
𝑚∑︁
𝑗=1

(−1)𝑗−1 𝑑
𝑚+𝑗−1

𝑑𝑥𝑚+𝑗−1
𝜓𝑙(𝑦)𝛿

(𝑚−𝑗)(𝑥− 𝑦), 𝜙(𝑥))|𝑦=1
𝑦=0,

где 𝜀[0,1](𝑥)- индикатор отрезка [0, 1].
Таким образом, в пространсве обобщенных функций

𝑑2𝑚

𝑑𝑥2𝑚
(𝜀[0,1](𝑥)𝜓𝑙(𝑥)) = (−1)𝑚𝑙(𝑥) +

𝑚∑︁
𝑗=1

(−1)𝑚+𝑗 𝑑
𝑚+𝑗−1

𝑑𝑥𝑚+𝑗−1
𝜓𝑙(𝑦)×

×𝛿(𝑚−𝑗)(𝑥− 𝑦)|𝑦=1
𝑦=0. (11)

Общее решение уравнения (11) записывается в виде

𝜀[0,1](𝑥)𝜓𝑙(𝑥) = (−1)𝑚𝑙(𝑥) *𝐺𝑚(𝑥)+

+
𝑚∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗|𝑥− 𝑦|2𝑚−𝑗|𝑦=1
𝑦=0 + 𝑃2𝑚−1(𝑥). (12)

В формуле (12) сумма
∑︀
𝑗=1

𝑎𝑗|𝑥− 𝑦|2𝑚−𝑗|𝑦=1
𝑦=0 -многочлен степени 2𝑚−1, c переопре-

деленными коэффициентами 𝑎𝑗 соответствующий члену

𝑚∑︁
𝑗=1

𝑑𝑚+𝑗−1

𝑑𝑥𝑚+𝑗−1
𝜓𝑙(𝑦)𝛿

(𝑚−𝑗)(𝑥− 𝑦)|𝑦=1
𝑦=0.

Функция 𝐺𝑚(𝑥) -фундаментальное решение уравнение 𝑑2𝑚

𝑑𝑥2𝑚
𝐺𝑚(𝑥) = 𝛿(𝑥) имеет

вид

𝐺𝑚(𝑥) =
|𝑥|2𝑚−1

2(2𝑚− 1)!
.

Рассмотрим равенство (12) вне отрезка [0, 1]. В силу (5) выражение (−1)𝑚𝑙(𝑥) *
𝐺𝑚(𝑥) вне отрезка [0, 1] является многочленом степени 𝑚 − 1, так как эта функция
из пространства 𝐶∞(𝑅∖[0, 1]), которая после 𝑚 кратного дифференцирования обра-
щается в нуль. Чтобы выполнялось условие 𝜀[0,1]𝜓𝑙(𝑥) = 0 при 𝑥∈[0, 1] необходимо

𝑚−1∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗|𝑥− 𝑦|2𝑚−𝑗|𝑦=1
𝑦=0 + 𝑃2𝑚−1(𝑥) = 𝑅𝑚−1(𝑥),
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где 𝑅𝑚−1(𝑥) -некоторый многочлен степени 𝑚− 1 .
Итак, для любой разностной формулы вида (3) в пространстве 𝐿(𝑚)

2 (0, 1) ее экс-
тремальная функция, т.е. элемент Рисса дается формулой

𝜓𝑙(𝑥) = (−1)𝑚𝑙(𝑥) *𝐺𝑚(𝑥) + 𝑃𝑚−1(𝑥),

где 𝑃𝑚−1(𝑥) -некоторый многочлен степени 𝑚− 1. Итак, мы доказали следущую тео-
рему.

Теорема 1. Экстремальная функция разностной формулы (3) в пространстве
𝐿
(𝑚)
2 (0, 1) определяется формулой

𝜓𝑙(𝑥) = (−1)𝑚𝑙(𝑥) *𝐺𝑚(𝑥) + 𝑃𝑚−1(𝑥)

Мы знаем что по теорему Рисса и определении экстремальной функции следует
что

(𝑙, 𝜓𝑙) = ‖𝑙|𝐿(𝑚)*
2 ‖ · ‖𝜓𝑙|𝐿(𝑚)

2 ‖ = ‖𝑙|𝐿(𝑚)*
2 ‖2.

Отсюда получаем следующую теорему.
Теорема 2. Квадрат нормы функционала погрешности разностой формулы вида

(3) определяется формулой

‖𝑙|𝐿(𝑚)*
2 ‖2 = (𝑙, 𝜓𝑙).
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