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Обычно для численного решения упругопластических краевых задач на основе
деформационной теории пластичности используется метод упругих решений. Для
численного решения упругопластических задач, основанных на теории течения,
обычно применяются метод начальных напряжений и метод начальных деформаций.
Основу методов начальных напряжений и начальных деформаций, также составля-
ют метод упругих решений. В данной работе используется новый подход численно-
го решения упругопластической задачи на основе деформационной теории. Основ-
ная идея этого подхода заключается в построении конечно-разностных уравнений
отдельно для внутренних и граничных узлов рассматриваемой области, их разре-
шении относительно узловых перемещений и организации итерационного процесса.
Решены некоторые упругопластические задачи для изотропного и трансверсально-
изотропного параллелепипеда при различных краевых и граничных условиях. Ре-
зультаты были сопоставлены с известными решениями и получено хорошая сходи-
мость. Исследованы распространение зоны пластичности и влияние анизотропии на
их распределение.
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1 Введение
Основными методами решения упругопластических краевых задач являются ме-

тод конечных разностей [1, 2], метод вариационных разностей [3, 4], метод конечных
элементов (МКЭ) [5], метод граничных элементов (МГЭ) [6], и другие. Можно обра-
тить внимание, что эти методы отличаются друг от друга методами дискретизации
указанной области. Когда область постановки краевых задач имеет сложную фор-
му, удобно использовать методы МКЭ и МГЭ. Метод конечных элементов широко
используется при решении различных прикладных задач. Были разработаны раз-
личные пакеты программного обеспечения, такие как ADINA, ANSYS, COSMOSM и
другие, основанные на методе конечных элементов. Метод упругих решений был раз-
работан А. А. Ильюшиным [7] вместе с деформационной теории пластичности стал
более широко использоваться при численном решении упругопластических задач.

Для численного решения упругопластических краевых задач используется ряд
методов, таких как метод начальных деформаций, метод начальных напряжений, ос-
нованный на теории пластического течения, но также основанный на методе упругих
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решений. Метод упругих решений позволяет свести упругопластическую краевую за-
дачу к последовательности упругих задач с переменной правой частью в уравнениях.

В этой статье рассматривается модифицированный вариант метода упругих ре-
шений для решения упругопластических краевых задач. Для простоты рассмотрим
упругопластические краевые задачи, основанной на деформационной теории для изо-
тропного [7] и трансверсально-изотропного параллелепипеда [8].

Отметим, что аналогичные задачи в упругом и упругопластическом случае были
решены в работах Филоненко-Бородича [9], Победри [3] и др. Упругопластическая
краевая задача основанная на деформационной теории пластичности, обычно состо-
ит из уравнения равновесия, теории пластичности, которая определяет связь между
напряжением и деформацией, соотношения Коши, с соответствующими краевыми
и граничными условиями. Задача может быть сведена к системе трех нелинейных
уравнений относительно перемещений.

Если мы пренебрегаем нелинейными членами из этих уравнений, уравнение Ламе
следует. Обычно, согласно методу упругих решений [7], в начальном приближении
они считаются тривиальными, а последующие итерации нелинейных членов вычис-
ляются по упругому решению. Нелинейные члены можно рассматривать как объём-
ные силы. Суть этого подхода заключается в построении конечно-разностных урав-
нений отдельно для внутренних узловых точек и граничных условий для данной
области и их разрешении относительно узловых смещений, а также в организации
итерационного процесса. В этом случае начальные значения перемещений считаются
равными нулю. Этот подход был использован авторами для решения задач теории
упругости и термоупругости [10–14], при различных граничных условиях.

В качестве примера рассмотрим изотропный и трансверсально-изотропный упру-
гопластический параллелепипед под действием куполообразной нагрузки, приложен-
ной к противоположным граням, перпендикулярным оси ОХ. Результаты были сопо-
ставлены с известными решениями и показана их достаточная близость. Исследова-
ны распространение зоны пластичности и влияние анизотропии на их распределение.

2 Краевые задачи теории пластичности на основе
деформационной теории для изотропных и трансверсально
изотропных материалов
Упругопластическая краевая задача, основанная на деформационной теории пла-

стичности, состоит из:

– Уравнения равновесия

𝜎𝑖𝑗,𝑗 +𝑋𝑖 = 0 (1)

– Определяющего соотношения деформационной теории Ильюшина [7]

𝜎𝑖𝑗 = 𝜎𝛿𝑖𝑗 +
𝜎𝑢
𝜀𝑢
𝑒𝑖𝑗 (2)

где

𝜎 = (𝜆+
2𝜇

3
)𝜃, 𝜎𝑢 = 𝜎𝑢 (𝜀𝑢) (3)

– Соотношения Коши

𝜀𝑖𝑗 =
1

2
(𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑗,𝑖) (4)
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– с начальными и краевами условиями

𝑢𝑖|∑︀ = 𝑢0𝑖 , 𝜎𝑖𝑗𝑛𝑗|∑︀ = 𝑆0
𝑖 (5)

где 𝜆, 𝜇 - коэффициенты Ляме, 𝜃 - девиатор тензора деформации, 𝑋𝑖 - объемная
сила, 𝛿𝑖𝑗 - символ Кронекера. В уравнении (2) в случае кусочно-линейной диаграммы
деформирования значение напряжения 𝜎𝑖𝑗 может быть заменено выражением

𝜎𝑢 = 2𝜇𝜀𝑢 − 2(𝜇− 𝜇′)(𝜀𝑢 − 𝜀*𝑢) (6)

где 𝜇′− касательный модуль, 𝜎𝑢, 𝜀𝑢− интенсивности тензора напряжения и дефор-
мации. С учетом последнего соотношения (6) определяющие соотношения деформа-
ционной теории пластичности принимают вид:

𝜎11 = (𝜆+ 2𝜇)𝜀11 + 𝜆𝜀22 + 𝜆𝜀33 − 2(𝜇− 𝜇
′
)(1 − 𝜀*𝑢

𝜀𝑢
)𝑒11

𝜎22 = 𝜆𝜀11 + (𝜆+ 2𝜇)𝜀22 + 𝜆𝜀33 − 2(𝜇− 𝜇
′
)(1 − 𝜀*𝑢

𝜀𝑢
)𝑒22

𝜎33 = 𝜆𝜀11 + 𝜆𝜀22 + (𝜆+ 2𝜇)𝜀33 − 2(𝜇− 𝜇
′
)(1 − 𝜀*𝑢

𝜀𝑢
)𝑒33

𝜎12 = 2𝜇𝜀12 − 2(𝜇− 𝜇
′
)(1 − 𝜀*𝑢

𝜀𝑢
)𝑒12

𝜎13 = 2𝜇𝜀13 − 2(𝜇− 𝜇
′
)(1 − 𝜀*𝑢

𝜀𝑢
)𝑒13

𝜎23 = 2𝜇𝜀23 − 2(𝜇− 𝜇
′
)(1 − 𝜀*𝑢

𝜀𝑢
)𝑒23

(7)

Подставляя уравнения (6) и уравнение (2) в уравнение (1) получаем⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(𝜆+ 2𝜇)𝜕
2𝑢
𝜕𝑥2

+ 𝜇
(︁
𝜕2𝑢
𝜕𝑦2

+ 𝜕2𝑢
𝜕𝑧2

)︁
+ (𝜆+ 𝜇)

(︁
𝜕2𝑣
𝜕𝑥𝜕𝑦

+ 𝜕2𝑤
𝜕𝑥𝜕𝑧

)︁
− 𝐹1 = 0

(𝜆+ 2𝜇)𝜕
2𝑣

𝜕𝑦2
+ 𝜇

(︁
𝜕2𝑣
𝜕𝑥2

+ 𝜕2𝑣
𝜕𝑧2

)︁
+ (𝜆+ 𝜇)

(︁
𝜕2𝑢
𝜕𝑥𝜕𝑦

+ 𝜕 2𝑤
𝜕𝑦𝜕𝑧

)︁
− 𝐹2 = 0

(𝜆+ 2𝜇)𝜕
2𝑤
𝜕𝑧2

+ 𝜇
(︁
𝜕2𝑧
𝜕𝑥2

+ 𝜕2𝑤
𝜕𝑧2

)︁
+ (𝜆+ 𝜇)

(︁
𝜕2𝑢
𝜕𝑥𝜕𝑧

+ 𝜕 2𝑦
𝜕𝑦𝜕𝑧

)︁
− 𝐹3 = 0

(8)

где 𝐹𝑖 при 𝜀𝑢 > 𝜀*𝑢 имеет следующую форму:

𝐹𝑖 = 2(𝜇− 𝜇
′
)
𝜕𝑒𝑖𝑗
𝜕𝑥𝑗

Определяющее соотношение (2 - 3) в случае трансверсально-изотропных матери-
алов принимают вид:

𝜎𝑖𝑗 =
˜
𝜎 (𝛿𝑖𝑗 − 𝛿3𝑖𝛿3𝑗) + 𝜎33𝛿3𝑖𝛿3𝑗 +

𝑃𝑢
𝑝𝑢
𝑝𝑖𝑗 +

𝑄𝑢

𝑞𝑢
𝑞𝑖𝑗 (9)

где
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�̃� = (𝜆1 + 𝜆2) 𝜃 + 𝜆3𝜀33

𝜃 = 𝜀11 + 𝜀22 + 𝜀33

𝜎33 = 𝜆3𝜃 + 𝜆4𝜀33

𝑃𝑢 = 𝑃𝑢 (𝑝𝑢)

𝑄𝑢 = 𝑄𝑢 (𝑞𝑢)

(10)

и представляет собой деформационную теорию для трансверсально-изотропных ма-
териалов. В уравнениях (9-10) 𝑃𝑢, 𝑄𝑢 и 𝑝𝑢, 𝑞𝑢 интенсивности тензора напряжений и
деформации, соответственно.

По аналогии с выражением (6), в случае кусочно-линейной диаграммы 𝑃𝑢, 𝑄𝑢

могут быть представлены следующем виде:

𝑃𝑢 = 2𝜆2𝑝𝑢 − 2(𝜆2 − 𝜆2
′
)(𝑝𝑢 − 𝑝*𝑢)

𝑄𝑢 = 2𝜆5𝑞𝑢 − 2(𝜆5 − 𝜆5
′
)(𝑞𝑢 − 𝑞*𝑢)

(11)

где

𝑝𝑢 =

√︂
1

2
𝑝𝑖𝑗𝑝𝑖𝑗, 𝑞𝑢 =

√
𝑞𝑖𝑗𝑞𝑖𝑗,

𝑝11 =
𝜀11 − 𝜀22

2
= −𝑝22, 𝑝12 = 𝜀12, 𝑞13 = 𝜀13, 𝑞23 = 𝜀23

Подставляя выражение (9) в уравнения (9 - 10) получаем определяющие соотно-
шения деформационной теории для трансверсально-изотропных материалов в случае
кусочно-линейной диаграммы деформирования:

𝜎𝑖𝑗 = 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙𝜀𝑘𝑙 − 2(𝜆2 − 𝜆2
′
)(1 − 𝑝*

𝑝𝑢
)𝑝𝑖𝑗 − 2(𝜆5 − 𝜆5

′
)(1 − 𝑞*

𝑞𝑢
)𝑞𝑖𝑗

при 𝑝𝑢 > 𝑝*, 𝑞𝑢 > 𝑞*, (12)

где 𝑝*, 𝑞* - пределы упругости, 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙 - трансверсально-изотропный тензор четвертого
ранга:

𝜆1 = 𝐶2211, 𝜆2 = 𝐶1212, 𝜆3 = 𝐶1133, 𝜆4 = 𝐶3333, 𝜆5 = 𝐶1313,

𝐶1111 = 𝐶2222 = 𝜆1 + 2𝜆2, 𝐶2233 = 𝜆3, 𝐶2323 = 𝜆5.
(13)

Подставляя соотношения (13) и (12) в уравнение (1) получаем:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝐶1111
𝜕2𝑢
𝜕𝑥2

+ 𝐶1212
𝜕2𝑢
𝜕𝑦2

+ 𝐶1313
𝜕2𝑢
𝜕𝑧2

+ (𝐶1122 + 𝐶1212)
𝜕2𝑣
𝜕𝑥𝜕𝑦

+

+(𝐶1133 + 𝐶1313)
𝜕2𝑤
𝜕𝑥𝜕𝑧

− 𝐹1 = 0

𝐶1212
𝜕2𝑣
𝜕𝑥2

+ 𝐶2222
𝜕 2𝑣
𝜕𝑦2

+ 𝐶2323
𝜕2𝑣
𝜕𝑧2

+ (𝐶2211 + 𝐶1212)
𝜕2𝑢
𝜕𝑥𝜕𝑦

+

+(𝐶2233 + 𝐶2323)
𝜕 2𝑤
𝜕𝑦𝜕𝑧

− 𝐹2 = 0

𝐶1313
𝜕2𝑤
𝜕𝑥2

+ 𝐶2323
𝜕2𝑤
𝜕𝑦2

+ 𝐶3333
𝜕 2𝑤
𝜕𝑧2

+ (𝐶3311 + 𝐶1313)
𝜕2𝑢
𝜕𝑥𝜕𝑧

+

+(𝐶3322 + 𝐶2323)
𝜕 2𝑣
𝜕𝑦𝜕𝑧

− 𝐹3 = 0

(14)

где 𝐹𝑖 - представляют нелинейную часть в рассматриваемой уравнений в следующих
формах:
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𝐹𝑖 = 2(𝜆2 − 𝜆2
’)(1 − 𝑝*

𝑝𝑢
)𝑝𝑖𝑗 − 2(𝜆5 − 𝜆5

’)(1 − 𝑞*

𝑞𝑢
)𝑞𝑖𝑗.

Отметим, что уравнения (8, 14) рассматриваются для изотропных и
трансверсально-изотропных параллелепипедов {0 6 𝑥 6 𝑙1, 0 6 𝑦 6 𝑙2, 0 6 𝑧 6 𝑙3},
соответственно. Боковые поверхности параллелепипеда свободны от нагрузок, а на
противоположных сторонах параллелепипеда, перпендикулярных оси ОХ, применя-
ется куполообразная нагрузка, т.е.

Для построения сеточных уравнений рассмотрим три набора 𝑥𝑖 = 𝑖ℎ1 (𝑖 =
= 0, 𝑁1), 𝑦𝑗 = 𝑗ℎ2 (𝑗 = 0, 𝑁2), 𝑧𝑘 = 𝑘ℎ3 (𝑘 = 0, 𝑁3), параллельных линий где
ℎ1 = 𝑙1 /𝑁1, ℎ2 = 𝑙2 /𝑁2, ℎ3 = 𝑙3 /𝑁3. Тогда, заменив производные в (1-5) на со-
ответствующие конечно-разностные коэффициенты, получим

𝐶1111

𝑢𝑖+1,𝑗,𝑘 − 2𝑢𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑢𝑛𝑖−1,𝑗,𝑘

ℎ21
+ 𝐶1212

𝑢𝑖,𝑗+1,𝑘 − 2𝑢𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑢𝑖,𝑗−1,𝑘

ℎ22
+

+𝐶1313

𝑢𝑖,𝑗,𝑘+1 − 2𝑢𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑢𝑖,𝑗,𝑘−1

ℎ23
+

+ (𝐶1122 + 𝐶1212)
𝑣𝑖+1,𝑗+1,𝑘 − 𝑣𝑖−1,𝑗+1,𝑘 − 𝑣𝑖+1,𝑗−1,𝑘 + 𝑣𝑖−1,𝑗−1,𝑘

4ℎ1ℎ2
+

+(𝐶1133 + 𝐶1313)
𝑤𝑖+1,𝑗,𝑘+1 − 𝑤𝑖−1,𝑗,𝑘+1 − 𝑤𝑖+1,𝑗,𝑘−1 + 𝑤𝑖−1,𝑗,𝑘−1

4ℎ1ℎ3
− 𝐹1𝑖𝑗𝑘 = 0,

(15)

𝐶1212

𝑣𝑖+1,𝑗,𝑘 − 2𝑣𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑣𝑖−1,𝑗,𝑘

ℎ21
+ 𝐶2222

𝑣𝑖,𝑗+1,𝑘 − 2𝑣𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑣𝑖,𝑗−1,𝑘

ℎ22
+

+𝐶2323

𝑣𝑖,𝑗,𝑘+1 − 2𝑣𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑣𝑖,𝑗,𝑘−1

ℎ23
+

+ (𝐶2211 + 𝐶1212)
𝑢𝑖+1,𝑗+1,𝑘 − 𝑢𝑖−1,𝑗+1,𝑘 − 𝑢𝑖+1,𝑗−1,𝑘 + 𝑢𝑖−1,𝑗−1,𝑘

4ℎ1ℎ2
+

+(𝐶2233 + 𝐶2323)
𝑤𝑖,𝑗+1,𝑘+1 − 𝑤𝑖,𝑗−1,𝑘+1 − 𝑤𝑖,𝑗+1,𝑘−1 + 𝑤𝑖,𝑗−1,𝑘−1

4ℎ2ℎ3
− 𝐹2𝑖𝑗𝑘 = 0,

(16)

𝐶1313

𝑤𝑖+1,𝑗,𝑘 − 2𝑤𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑤𝑖−1,𝑗,𝑘

ℎ21
+ 𝐶2323

𝑤𝑖,𝑗+1,𝑘 − 2𝑤𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑤𝑖,𝑗−1,𝑘

ℎ22
+

+𝐶3333

𝑤𝑖,𝑗,𝑘+1 − 2𝑤𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑤𝑖,𝑗,𝑘−1

ℎ23
+

+ (𝐶3311 + 𝐶1313)
𝑢𝑖+1,𝑗,𝑘+1 − 𝑢𝑖−1,𝑗,𝑘+1 − 𝑢𝑖+1,𝑗,𝑘−1 + 𝑢𝑖−1,𝑗,𝑘−1

4ℎ1ℎ3
+

+(𝐶3322 + 𝐶2323)
𝑣𝑖,𝑗+1,𝑘+1 − 𝑣𝑖,𝑗−1,𝑘+1 − 𝑣𝑖,𝑗+1,𝑘−1 + 𝑣𝑖,𝑗−1,𝑘−1

4ℎ1ℎ2
− 𝐹3𝑖𝑗𝑘 = 0.

(17)

Разрешая уравнения (15-17) конечно-разностным методом относительно 𝑢𝑖,𝑗,𝑘,
𝑣𝑖,𝑗,𝑘,𝑤𝑖,𝑗,𝑘 организуем следующий итерационный процесс:
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𝑢(𝑛+1)
𝑖,𝑗,𝑘

= [ 𝑐1111
ℎ21

(𝑢(𝑛)
𝑖+1,𝑗,𝑘

− 𝑢
(𝑛)
𝑖−1,𝑗,𝑘) + 𝑐1212

ℎ22
(𝑢(𝑛)

𝑖,𝑗+1,𝑘
+ 𝑢

(𝑛)
𝑖,𝑗−1,𝑘)+

+ 𝑐1313
ℎ23

(𝑢(𝑛)
𝑖,𝑗,𝑘−1

+ 𝑢(𝑛)
𝑖,𝑗,𝑘+1

) + 𝑐1122+𝑐1212
4ℎ1ℎ2

(𝑣(𝑛)
𝑖+1,𝑗+1,𝑘

− 𝑣(𝑛)
𝑖+1,𝑗−1,𝑘

− 𝑣(𝑛)
𝑖−1,𝑗+1,𝑘

+ 𝑣(𝑛)
𝑖−1,𝑗−1,𝑘

)+

+ 𝑐1133+𝑐1313
4ℎ1ℎ3

(𝑤(𝑛)
𝑖+1,𝑗,𝑘+1

− 𝑤(𝑛)
𝑖+1,𝑗,𝑘−1

− 𝑤
(𝑛)
𝑖−1,𝑗,𝑘+1 + 𝑤(𝑛)

𝑖−1,𝑗,𝑘−1
) − 𝐹1𝑖,𝑗,𝑘]/

/(2𝑐1111
ℎ21

+ 2𝑐1212
ℎ22

+ 2𝑐1313
ℎ23

)

(18)

𝑣
(𝑛+1)
𝑖,𝑗,𝑘 = [ 𝑐1212

ℎ21
(𝑣

(𝑛)
𝑖+1,𝑗,𝑘 + 𝑣

(𝑛)
𝑖−1,𝑗,𝑘) + 𝑐2222

ℎ22
(𝑣

(𝑛)
𝑖,𝑗+1,𝑘 + 𝑣

(𝑛)
𝑖,𝑗−1,𝑘)+

𝑐2323
ℎ23

(𝑣
(𝑛)
𝑖,𝑗,𝑘+1 + 𝑣

(𝑛)
𝑖,𝑗,𝑘−1) + 𝑐2211+𝑐1212

4ℎ1ℎ2
(𝑢

(𝑛)
𝑖+1,𝑗+1,𝑘 − 𝑢

(𝑛)
𝑖+1,𝑗−1,𝑘 − 𝑢

(𝑛)
𝑖−1,𝑗+1,𝑘 + 𝑢

(𝑛)
𝑖−1,𝑗−1,𝑘)+

𝑐2233+𝑐2323
4ℎ2ℎ3

(𝑤
(𝑛)
𝑖,𝑗+1,𝑘+1 − 𝑤

(𝑛)
𝑖,𝑗−1,𝑘+1 − 𝑤

(𝑛)
𝑖,𝑗+1,𝑘−1 + 𝑤

(𝑛)
𝑖,𝑗−1,𝑘−1) − 𝐹2𝑖,𝑗,𝑘]/

/(2𝑐1212
ℎ21

+ 2𝑐2222
ℎ22

+ 2𝑐1313
ℎ23

)

(19)

𝑤
(𝑛+1)
𝑖,𝑗,𝑘 = [ 𝑐1313

ℎ21
(𝑤

(𝑛)
𝑖+1,𝑗,𝑘 + 𝑤

(𝑛)
𝑖−1,𝑗,𝑘) + 𝑐2323

ℎ22
(𝑤

(𝑛)
𝑖,𝑗+1,𝑘 + 𝑤

(𝑛)
𝑖,𝑗−1,𝑘)+

+ 𝑐3333
ℎ23

(𝑤
(𝑛)
𝑖,𝑗,𝑘+1 + 𝑤

(𝑛)
𝑖,𝑗,𝑘−1) + 𝑐3311+𝑐1313

4ℎ1ℎ3
(𝑢

(𝑛)
𝑖+1,𝑗,𝑘+1 − 𝑢

(𝑛)
𝑖+1,𝑗,𝑘−1 − 𝑢

(𝑛)
𝑖−1,𝑗,𝑘+1+

+𝑢
(𝑛)
𝑖−1,𝑗,𝑘−1) + 𝑐3322+𝑐2323

4ℎ2ℎ3
(𝑣

(𝑛)
𝑖,𝑗+1,𝑘+1 − 𝑣

(𝑛)
𝑖,𝑗−1,𝑘+1 − 𝑣

(𝑛)
𝑖,𝑗+1,𝑘−1 + 𝑣

(𝑛)
𝑖,𝑗−1,𝑘−1) − 𝐹3𝑖,𝑗,𝑘]/

/(2𝑐1313
ℎ21

+ 2𝑐2323
ℎ22

+ 2𝑐3333
ℎ23

).

(20)

Следует отметить, что соотношения (18,20) рассматривается во внутренних точ-
ках параллелепипеда. Пусть боковые поверхности параллелепипеда свободны от на-
грузок, а куполообразная нагрузка приложена вдоль противоположных сторон пер-
пендикулярных к оси OX. Отметим, что аналогичная задача была рассмотрена в
упругой формулировке в работах [3, 9, 13, 15]. В упругопластической формулировке,
рассмотрен в работе [8].

Теперь граничные условия запишем в конечно разностной форме. Следует от-
метить, что в граничных условиях первые производные перемещения заменяются
правыми и левыми конечно-разностными соотношениями в зависимости от располо-
жения узловых точек на границе. В качестве примера рассмотрим граничные усло-
вия на гранях, где приведены куполообразные нагрузки. Тогда дискретный аналог
граничных условий на гранях, перпендикулярных оси ОХ (18), имеет вид:
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𝜎11|𝑥=0 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝐶1111
𝑢(1,𝑗,𝑘)−𝑢(0,𝑗,𝑘)

ℎ1
+

+𝐶1122
𝑣(0,𝑗+1,𝑘)−𝑣(0,𝑗−1,𝑘)

2ℎ2
+

+𝐶1133
𝑤(0,𝑗,𝑘+1)−𝑤(0,𝑗,𝑘−1)

2ℎ3
−

−2(𝜆2 − 𝜆2
′
)(1 − 𝑝*

𝑝𝑢
)𝑝11

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒
𝑥=0

= 𝑆

𝜎12|𝑥=0 =

⎡⎢⎣ 𝐶1212

(︁
𝑢(0,𝑗+1,𝑘)−𝑢(0,𝑗−1,𝑘)

2ℎ2
+ 𝑣(1,𝑗,𝑘)−𝑣(0,𝑗,𝑘)

ℎ1

)︁
−

−2(𝜆2 − 𝜆2
′
)(1 − 𝑝*

𝑝𝑢
)𝑝12

⎤⎥⎦
𝑥=0

= 0 (21)

𝜎13|𝑥=0 =

[︃
𝐶1313

(︁
𝑢(0,𝑗,𝑘+1)−𝑢(0,𝑗,𝑘−1)

2ℎ3
+ 𝑤(1,𝑗,𝑘)−𝑤(0,𝑗,𝑘)

ℎ1

)︁
−

−2(𝜆5 − 𝜆5
′
)(1 − 𝑞*

𝑞𝑢
)𝑞13

]︃

𝜎11|𝑥=𝑙1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝐶1111
𝑢(𝑁1,𝑗,𝑘)−𝑢(𝑁1−1,𝑗,𝑘)

ℎ1
+

+𝐶1122
𝑣(𝑁1,𝑗+1,𝑘)−𝑣(𝑁1,𝑗−1,𝑘)

2ℎ2
+

+𝐶1133
𝑤(𝑁1,𝑗,𝑘+1)−𝑤(𝑁1,𝑗,𝑘−1)

2ℎ3
−

−2(𝜆2 − 𝜆2
′
)(1 − 𝑝*

𝑝𝑢
)𝑝11

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒
𝑥=𝑙1

= −𝑆

𝜎12|𝑥=𝑙1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝐶1212

⎛⎜⎝ 𝑢(𝑁1,𝑗+1,𝑘)−𝑢(𝑁1,𝑗−1,𝑘)
2ℎ2

+

−𝑣(𝑁1,𝑗,𝑘)−𝑣(𝑁1−1,𝑗,𝑘)
ℎ1

⎞⎟⎠−

−2(𝜆2 − 𝜆2
′
)(1 − 𝑝*

𝑝𝑢
)𝑝12

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
𝑥=𝑙1

= 0 (22)

𝜎13|𝑥=𝑙1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝐶1313

⎛⎜⎝ 𝑢(𝑁1,𝑗,𝑘+1)−𝑢(𝑁1,𝑗,𝑘−1)
2ℎ3

+

+𝑤(𝑁1,𝑗,𝑘)−𝑤(𝑁1−1,𝑗,𝑘)
ℎ1

⎞⎟⎠−

−2(𝜆5 − 𝜆5
′
)(1 − 𝑞*

𝑞𝑢
)𝑞13

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
𝑥=𝑙1

= 0.

Граничные условия для перемещений не вызывают особых усилий. Начальное
приближение итерационного процесса считается тривиальным. На основе описан-
ного алгоритма разработан программное обеспечение на языке C ++ где упругие
константы имели следующие значения:

C1111=C2222=6.00, 𝐶1122 = 0.21, 𝐶1133 = 0.19, C2233 = C3311 =
= 0.19,𝐶3333=5.35, C1212 = 2.735, 𝐶1313 = 𝐶2323 = 2.39.
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В таблице 1 приведены точные и приближенные решения задачи о сжатие па-
раллелепипеда. В таблице 2 приведены значения компонентов тензора напряжений
в некоторых точках параллелепипеда полученных методом упругих решений.

Заметим что, задача является симметричной и свое максимальное значения до-
стигается в середине параллелепипеда, в граничных узлах значения перемещения
равно нулю. Предел текучести равна 0,1. Ниже приводятся значения перемешений
(табл. 3-5) и напряжений по сечениям.

Исследованы распространение зоны пластичности и влияние анизотропии на их
распределение (табл. 6-8).

Таблица 1 Значения перемещений в задаче о сжатие параллелепипеда.

Методы U(3.4.3) V(3.2.1) W(3.5.4)
Одноступенчатый метод 4.79-02 -8.05-03 -7.55-04
Двухступенчатый метод 4.80-02 -8.19-03 -7.56-04
Метод упругих решений 4.79-02 -8.03-03 -7.55-04
В нашем случае 4.55-02 -8.09-03 -7.36-04
Приближённое решение 1.18-01 -2.48-02 -3.02-03
Точное решение 1.21-01 -2.53-02 -2.99-03

Таблица 2 Значения компонентов тензора напряжений.

I.J.K 𝜎11(1, 5, 5) 𝜎22(1, 3, 5) 𝜎33(1, 3, 4)
Метод упругих решений -3.76 -0.578 -0.765
Одноступенчатый метод -3.76 -0.578 -0.776
Двухступенчатый метод -3.75 -0.582 -0.765
Упругое решение -3.77 -0.489 -0.642
В нашем случае -3.75 -0.3974 -0.5218

Таблица 3 Значения функции u(y,z) при 𝜀 = 0.001.

z=0 z=0.1 z=0.2 z=0.3 z=0.4 z=0.5 z=0.6 z=0.7 z=0.8 z=0.9 z=1
y=0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
y=0.1 0 0,0365 0,132 0,25 0,3455 0,382 0,3455 0,25 0,132 0,0365 0
y=0.2 0 0,132 0,4775 0,9045 1,25 1,382 1,25 0,9045 0,4775 0,132 0
y=0.3 0 0,25 0,9045 1,7135 2,368 2,618 2,368 1,7135 0,9045 0,25 0
y=0.4 0 0,3455 1,25 2,368 3,27257 3,618 3,2725 2,368 1,25 0,3455 0
y=0.5 0 0,382 1,382 2,618 3,618 4 3,618 2,618 1,382 0,382 0
y=0.6 0 0,3455 1,25 2,368 3,2725 3,618 3,2725 2,368 1,25 0,3455 0
y=0.7 0 0,25 0,9045 1,7135 2,368 2,618 2,368 1,7135 0,9045 0,25 0
y=0.8 0 0,132 0,4775 0,9045 1,25 1,382 1,25 0,9045 0,4775 0,132 0
y=0.9 0 0,0365 0,132 0,25 0,3455 0,382 0,3455 0,25 0,132 0,0365 0
y=1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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Таблица 4 Значения функции v(y,z) при 𝜀 = 0.001.

z=0 z=0.1 z=0.2 z=0.3 z=0.4 z=0.5 z=0.6 z=0.7 z=0.8 z=0.9 z=1
y=0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
y=0.1 0 -0,019 -0,0434 -0,0709 -0,0928 -0,1011 -0,0928 -0,0709 -0,0434 -0,019 0
y=0.2 0 -0,0322 -0,0756 -0,1246 -0,1636 -0,1784 -0,1636 -0,1246 -0,0756 -0,0322 0
y=0.3 0 -0,0329 -0,0779 -0,1288 -0,1692 -0,1845 -0,1692 -0,1288 -0,0779 -0,0329 0
y=0.4 0 -0,0205 -0,0488 -0,0807 -0,106 -0,1156 -0,106 -0,0807 -0,0488 -0,0205 0
y=0.5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
y=0.6 0 0,0205 0,0488 0,0807 0,106 0,1156 0,106 0,0807 0,0488 0,0205 0
y=0.7 0 0,0329 0,0779 0,1288 0,1692 0,1845 0,1692 0,1288 0,0779 0,0329 0
y=0.8 0 0,0322 0,0756 0,1246 0,1636 0,1784 0,1636 0,1246 0,0756 0,0322 0
y=0.9 0 0,019 0,0434 0,0709 0,0928 0,1011 0,0928 0,0709 0,0434 0,019 0
y=1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Таблица 5 Значения функции w(y,z) при 𝜀 = 0.001.

z=0 z=0.1 z=0.2 z=0.3 z=0.4 z=0.5 z=0.6 z=0.7 z=0.8 z=0.9 z=1
y=0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
y=0.1 0 -0,019 -0,032 -0,0326 -0,0203 0 0,0203 0,0326 0,032 0,019 0
y=0.2 0 -0,0418 -0,0724 -0,0745 -0,0465 0 0,0465 0,0745 0,0724 0,0418 0
y=0.3 0 -0,067 -0,1173 -0,1209 -0,0757 0 0,0757 0,1209 0,1173 0,067 0
y=0.4 0 -0,087 -0,1527 -0,1577 -0,0987 0 0,0987 0,1577 0,1527 0,087 0
y=0.5 0 -0,0946 -0,1662 -0,1717 -0,1075 0 0,1075 0,1717 0,1662 0,0946 0
y=0.6 0 -0,087 -0,1527 -0,1577 -0,0987 0 0,0987 0,1577 0,1527 0,087 0
y=0.7 0 -0,067 -0,1173 -0,1209 -0,0757 0 0,0757 0,1209 0,1173 0,067 0
y=0.8 0 -0,0418 -0,0724 -0,0745 -0,0465 0 0,0465 0,0745 0,0724 0,0418 0
y=0.9 0 -0,019 -0,032 -0,0326 -0,0203 0 0,0203 0,0326 0,032 0,019 0
y=1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Таблица 6 Значение интенсивности деформации в изотропном случае.

Слои 1 2 3 4 5 6 7 8 9
𝜀𝑢 0.1 0.25 0.4 0.5 0.6 0.5 0.4 0.25 0.1

Таблица 7 Значение интенсивности деформации по 𝑝𝑢 (трансверсально-изотропный слу-
чай, где 𝑝*𝑢 = 0.1).

Слои 1 2 3 4 5 6 7 8 9
𝑝𝑢 0.3-0.4 0.3-0.4 0.2-0.25 0.14-0.15 0.03-0.04 0.14-0.15 0.2-0.25 0.3-0.4 0.3-0.4

Таблица 8 Значение интенсивности деформации по 𝑞𝑢 (трансверсально-изотропный слу-
чай, где 𝑞*𝑢 = 0.001).

Слои 1 2 3 4 5 6 7 8 9
𝑞𝑢 0.06 0.04 0.04 0.03-0.04 0.02-0.03 0.03-0.04 0.04 0.04 0.06
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3 Вывод

Сформулированы упругопластические краевые задачи для трансверсально-изо-
тропных и изотропных параллелепипедов. Нелинейные конечно-разностные уравне-
ния строятся и решаются относительно центральных и граничных узловых пере-
мещений и решается итерационным методом. Для численного решения дискретных
уравнений используется известный метод упругих решений. Нелинейные члены дис-
кретных уравнений рассчитываются на основе упругих решений. В качестве при-
мера приведена краевая задача о равновесии упругопластического трансверсально-
изотропного и изотропного параллелепипеда под действием куполообразной и рав-
номерно распределенной нагрузки. Результаты были сопоставлены с известными ре-
шениями и получена хорошая сходимость.
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Usually, for the numerical solution of elastoplastic boundary value problems based on
deformation theory of plasticity is used an elastic solutions method. For the numerical
solution of elastoplastic problems based on ow theories usually, an initial stress and initial
strain methods are applied. The base of the initial stress and initial strain methods also
consist the elastic solutions method. In this paper, the elastic solutions method is used
for the numerical solution of the elastoplastic problem based on deformation theory in a
new manner. The main idea of this approach consists in constructing

nite-dierence equations separately for internal and boundary points of the considered
area, and resolving them relative to nodal displacements, and organizing an iterative pro-
cess. Some elastoplastic problems for isotropic and transversely isotropic parallelepipeds
under the dierent boundary conditions are solved. The results were compared with known
solutions and received a good convergence. The propagation of the plasticity zone and
the in uence of anisotropy on their distribution are investigated.
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