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В этой статье рассматривается вывод дифференциальных уравнений колебания
стержней при геометрически нелинейной постановке. Определены вариации кинети-
ческой и потенциальной энергии, а также вариации работы внешних сил. Применяя
вариационный принцип Остроградского – Гамильтона выведены дифференциальные
уравнения колебания стержней при геометрически нелинейной постановке. Также
приведены соответствующие естественные начальные и граничные условии. Во вве-
дение дано обзор исследование научных работ в нелинейных постановках колебания
стрежней в наших республике и в зарубежных странах.
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1 Введение
В настоящее время нефтегазовая отрасль является ведущей отраслью в нашей рес-
публике и во всем мире играет огромную роль в экономике. Ежегодно бурятся сотни
тысяч километров скважин и с каждым годом объемы бурения растут. Нефтедобы-
вающая промышленость быстро развивается и требует постоянного совершенство-
вания буровых установок. При современном интенсивном освоении и добычи нефти
большое внимание уделяется проблеме эффективного бурения скважин. Безаварий-
ность работ по бурению скважин, скорость их бурения и добычи нефти зависят от
качества и совершенства буровых механизмов и инструментов, что делает отрасль
нефтегазового оборудования одной из динамично развивающихся отраслей. Успехи
бурения неразрывно связаны с новейшими научными разработками в области рас-
чета и проектирования буровых механизмов, повышения их технического уровня и
надежности.

Буровой скважин является обязательным элементом буровых механизмов, ко-
торая предназначена для передачи крутящего момента и осевого усилия непосред-
ственно к пород разрушающему инструменту, находящемуся на конце трубы. По-
этому режим работы буровых механизм в большинстве случаев зависит от несущей
способности буровых скважин. Одним из главных факторов браковки скважины яв-
ляется ее искривление. До настоящего времени еще не существует единой модели,
описывающей искривления скважины. Основной же причиной искривления является
неустойчивость прямолинейной формы буровой скважины.
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Большинство работ по исследованию динамики буровых скважин направлено на
моделирование и анализ вибрация колонн, вызывающих потерю устойчивости дви-
жения бурового оборудования и нарушение их прочностных свойств. При этом одним
из распространенных допущений является наложение ограничений на величины де-
формаций буровых скважин при их моделировании, то есть допущение их малости,
что ведет к линеаризации модели.

Вопросам деформирования трехмерных деформируемых сред в рамках нели-
нейной теории упругости посвящен ряд монографий и журнальных публикаций.
Значительный вклад в развитие нелинейной теории упругости внесли такие уче-
ные, как А.Еремеев [1], В.И.Ерофеев [2–5], Н.В.Зволинский [6], А.С.Зинченко [7],
Л.М.Зубов [8], М.И.Карякин [9], С.В.Левяков [10], А.И.Лурье [11], Н.Ф.Морозов [12],
В.В.Новожилов [13], Р.Б.Нургазиев [14], Л.А.Хаджиева [15], К.Ф.Черных [16] и дру-
гие. Из зарубежных ученых следует отметить С.Антмана [17], H.Arvin [18], M.Asghari
[19], А.Грина [20], A.Mamandi [21], M.T.Piovan [22], Р.Ривлина [23], К.Трусделла [24],
J.W.Hijmissen [25], J.Bailey [26], A.Berlioz [27], J.Jansen [29], W.Zhu [30] и других.

Задача сильного изгиба призматического бруса концевыми моментами являет-
ся нелинейным вариантом одной из задач Сен-Венана. Решение другой нелинейной
задачи-задачи о кручении было дано Л.М.Зубовым и Л.Ю.Богачковой [8]. В рамках
линейной теории упругости задача изгиба призматического тела была решена Сен-
Венаном. С тех пор задача Сен-Венана об изгибе обобщалась в разных направлени-
ях. Однако эти обобщения не выходили за рамки малых деформаций. Исключение
составляет нелинейная плоская задача о чистом изгибе упругой полосы, решение
которой изложено, например, в книге А.И.Лурье [11].

Построение единой теории тонкостенных стержней предложено в работах В.З.
Власова [31], Г.Ю. Джанелидзе [32] и В.К. Кабулова [33, 34]. Потребности практики
приводят в настоящее время к необходимости изучения деформации элементов с
учетом геометрической нелинейности.

Вопросами разработки в области алгоритмизации теории расчета и автома-
тизации решения задач упругих нелинейных элементов конструкции занимались
В.К.Кабулов [34], А.В.Толок [36], Т.Буриев [38], К.Ш.Бабамуратов [35], Ф.Б.Бадалов
[37], Б.Курманбаев [39], Б.Мардонов [40], Ш.А.Назиров [41], М.Олимов [44] и их по-
следователи.

Область применения линейных моделей ограничена. Как правило, такие моде-
ли не допускают всестороннего качественного и количественного анализа буровых
скважин, отражая достаточно точно реальное поведение конструкций лишь до опре-
деленного уровня внешних воздействий. Они существенно сужают представление о
реалистичности моделируемых процессов в системе буровая скважина и правиль-
ность их описания. Поэтому возникает необходимость моделирования нелинейных
динамических систем, что связано с возможностью возникновения даже в простых
элементах упругих конструкций нелинейных режимов. Среди последних работ по мо-
делированию нелинейной динамики стержневых элементов можно отметить работы
В.И.Ерофеева и его коллеги [2, 3], Л.А.Хаджиевой и ее коллеги [15, 40]. Также следует
отметить исследователей A.Mamandi [21], A.J.Ashgari [19], W.Zhu [30], A.Berlioz [27],
Z.Li [54], J.D.Jansen [29]. Авторы работ отмечают необходимость более полного ис-
следования реального напряженно-деформированного состояния стержневых систем.
Ими было установлено, что для полного изучения колебательных процессов недо-
статочно классических линейных теорий и необходимо рассматривать теории более
высоких приближений, учитывающих, в частности, геометрическую нелинейности.
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Сложность описания нелинейной динамики деформируемых элементов буровой
скважин и разнообразие причин, вызывающих нелинейность, столь значительны,
что проблемы прогнозирования их прочности и надежности, а также обеспечения
устойчивости движения системы остаются по-прежнему одними из наиболее трудных
и наименее разработанных. Следует также отметить отсутствие работ, обобщающих
методы моделирования, решения и анализа буровых скважин с учетом нелинейности
модели и необходимость привлечения современной технологии нелинейной теории
упругости.

В процессе эксплуатации буровая скважина испытывает различные по характеру
и величине нагрузки, которые приводят к сложному деформированному состоянию
труб колонны. При этом в буровой скважине могут возникать большие осевые, из-
гибные и крутильные деформации. Эти колебания, как правило, довольно сложны
по своей природе. Они тесно связаны между собой как линейно, так и нелинейно, и
происходят одновременно.

Все вышеописанные ограничения и допущения моделей существенно сужают
представление о реалистичности моделируемых процессов в системе буровая скважи-
на, так как не представляется возможным описание большого разнообразия ослож-
няющих движение буровой скважины факторов.

Анализ работ в области устойчивости буровых скважин свидетельствует о ма-
лой исследованности проблем динамики бурового оборудования с учетом их упругих
свойств, нелинейных факторов и влияния окружающей среды. Усложнение же моде-
ли за счет нелинейности и увеличения размерности системы вследствие совместного
рассмотрения компонент упругой деформации скважине делает данную проблему
мало изученной и требует своего рассмотрения для описания реалистичности дви-
жения всей системы и ее анализа.

2 Постановка задачи

Рассмотрим перемещения стержня в виде [48–53]:

𝑢1(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑢− 𝑧𝛼1 − 𝑦𝛼2;
𝑢2(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑣 + 𝑧𝜃,
𝑢3(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑤 − 𝑦𝜃.

⎫⎬⎭ (1)

где 𝑢, 𝑣, 𝑤- перемещения срединной линии стержня, 𝛼1, 𝛼2 - углы поворота сечения
при чистом изгибе, 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3- компоненты вектора перемещений, 𝜃- угол кручения.
Здесь искомые функции 𝑢, 𝑣, 𝑤, 𝛼1, 𝛼2 𝜃 - являются функциями срединной линии
стержня.

В общем виде выписываем вариационный принцип Остроградского-Гамильтона
[33, 34, 45–47]: ∫︁

𝑡

(𝛿𝐾 − 𝛿Π + 𝛿𝐴)𝑑𝑡 = 0, (2)

где К, П - кинетическая и потенциальная энергии; А - работа внешних объемных и
поверхностных сил.



Вывод дифференциальных уравнений колебания стержней . . . 75

3 Определение вариации кинетической энергии
При вычислении вариации кинетической энергии используем соотношение∫︁

𝑡

𝛿 𝐾𝑑𝑡 =

∫︁
𝑡

∫︁
𝑣

3∑︁
𝑖=1

𝜌
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑡𝑖

𝛿
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑡
𝑑𝑣𝑑𝑡,

∫︁
𝑡

𝛿 𝐾𝑑𝑡 =

∫︁
𝑡

∫︁
𝑣

(︂
𝜌
𝜕𝑢1
𝜕𝑡

𝛿
𝜕𝑢1
𝜕𝑡

+ 𝜌
𝜕𝑢2
𝜕𝑡

𝛿
𝜕𝑢2
𝜕𝑡

+ 𝜌
𝜕𝑢3
𝜕𝑡

𝛿
𝜕𝑢3
𝜕𝑡

)︂
𝑑𝑣𝑑𝑡,

(3)

где 𝜌 - удельная плотность массы материала тела (полагается постоянной).
Выполняем операции интегрирования по частям:∫︁

𝑡

𝛿 𝐾𝑑𝑡 =

∫︁
𝑣

3∑︁
𝑖=1

𝜌
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑡𝑖

𝛿𝑢𝑖𝑑𝑣𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑡

−
∫︁
𝑡

∫︁
𝑣

3∑︁
𝑖=1

𝜌
𝜕2𝑢𝑖
𝜕𝑡𝑖

2
𝛿𝑢𝑖𝑑𝑣𝑑𝑡,

∫︁
𝑡

𝛿 𝐾𝑑𝑡 =

∫︁
𝑣

(︂
𝜌
𝜕𝑢1
𝜕𝑡

𝛿𝑢1 + 𝜌
𝜕𝑢2
𝜕𝑡

𝛿𝑢2 + 𝜌
𝜕𝑢3
𝜕𝑡

𝛿𝑢3

)︂
𝑑𝑣

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝑡

−

−
∫︁
𝑡

∫︁
𝑣

[︂
𝜌
𝜕2𝑢1
𝜕𝑡2

𝛿𝑢1 + 𝜌
𝜕2𝑢2
𝜕𝑡2

𝛿𝑢2 + 𝜌
𝜕2𝑢3
𝜕𝑡2

𝛿𝑢3

]︂
𝑑𝑣𝑑𝑡.

(4)

Подставляя выражения 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3 из (1) на вариации кинетической энергии (4) и
раскрывая скобки под знаком вариации после выполнения операции интегрирования
по сечениям стержня и вводя обозначения, получаем [33, 49–53]:∫︁

𝑡

𝛿𝐾𝑑𝑡 =

∫︁
𝑥

{︂[︂
𝜌𝐹

𝜕𝑢

𝜕𝑡
− 𝜌𝑆𝑦

𝜕𝛼1

𝜕𝑡
− 𝜌𝑆𝑧

𝜕𝛼2

𝜕𝑡

]︂
𝛿𝑢−

−
[︂
𝜌𝑆𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑡
− 𝜌𝐼𝑦

𝜕𝛼1

𝜕𝑡
− 𝜌𝐼𝑦𝑧

𝜕𝛼2

𝜕𝑡

]︂
𝛿𝛼1−

−
[︂
𝜌𝑆𝑧

𝜕𝑢

𝜕𝑡
− 𝜌𝐼𝑦𝑧

𝜕𝛼1

𝜕𝑡
− 𝜌𝐼𝑧

𝜕𝛼2

𝜕𝑡

]︂
𝛿𝛼2+

+

[︂
𝜌𝐹

𝜕𝑣

𝜕𝑡
+ 𝜌𝑆𝑦

𝜕𝜃

𝜕𝑡

]︂
𝛿𝑣 +

[︂
𝜌𝐹

𝜕𝑤

𝜕𝑡
− 𝜌𝑆𝑧

𝜕𝜃

𝜕𝑡

]︂
𝛿𝑤+

+

[︂
𝜌𝑆𝑦

𝜕𝑣

𝜕𝑡
− 𝜌𝑆𝑧

𝜕𝑤

𝜕𝑡
+ 𝜌𝐼𝜌

𝜕𝜃

𝜕𝑡

]︂
𝛿𝜃

}︂⃒⃒⃒⃒
𝑡

𝑑𝑥−

−
∫︁
𝑡

∫︁
𝑥

{︂[︂
𝜌𝐹

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
− 𝜌𝑆𝑦

𝜕2𝛼1

𝜕𝑡2
− 𝜌𝑆𝑧

𝜕2𝛼2

𝜕𝑡2

]︂
𝛿𝑢−

−
[︂
𝜌𝑆𝑦

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
− 𝜌𝐼𝑦

𝜕2𝛼1

𝜕𝑡2
− 𝜌𝐼𝑦𝑧

𝜕2𝛼2

𝜕𝑡2

]︂
𝛿𝛼1−

−
[︂
𝜌𝑆𝑧

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
− 𝜌𝐼𝑦𝑧

𝜕2𝛼1

𝜕𝑡2
− 𝜌𝐼𝑧

𝜕2𝛼2

𝜕𝑡2

]︂
𝛿𝛼2+

+

[︂
𝜌𝐹

𝜕2𝑣

𝜕𝑡2
+ 𝜌𝑆𝑦

𝜕2𝜃

𝜕𝑡2

]︂
𝛿𝑣+

+

[︂
𝜌𝐹

𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
− 𝜌𝑆𝑧

𝜕2𝜃

𝜕𝑡2

]︂
𝛿𝑤 +

[︂
𝜌𝑆𝑦

𝜕2𝑣

𝜕𝑡2
− 𝜌𝑆𝑧

𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
+ 𝜌𝐼𝜌

𝜕2𝜃

𝜕𝑡2

]︂
𝛿𝜃

}︂
𝑑𝑥𝑑𝑡.

(5)
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где

𝜌𝐹 =

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

𝜌𝑑𝑧𝑑𝑦; 𝜌𝑆𝑦 =

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

𝜌𝑧𝑑𝑧𝑑𝑦; 𝜌𝑆𝑧 =

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

𝜌𝑦𝑑𝑧𝑑𝑦;

𝜌𝐼𝑦 =

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

𝜌𝑧2𝑑𝑧𝑑𝑦; 𝜌𝐼𝑧 =

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

𝜌𝑦2𝑑𝑧𝑑𝑦; 𝜌𝐼𝑦𝑧 =

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

𝜌𝑦𝑧𝑑𝑧𝑑𝑦;

𝜌𝐼𝜌 =

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

𝜌
(︀
𝑧2 + 𝑦2

)︀
𝑑𝑧𝑑𝑦.

(6)

4 Определение вариации потенциальной энергии

Для вариации потенциальной энергии имеем [33, 45–47]:

∫︁
𝑡

𝛿𝑑𝑡 =

∫︁
𝑡

∫︁
𝑣

∑︁
𝑖=1

𝜎1𝑖𝛿𝜀1𝑖𝑑𝑣𝑑𝑡 =

∫︁
𝑡

∫︁
𝑣

(𝜎11𝛿𝜀11 + 𝜎12𝛿𝜀12 + 𝜎13𝛿𝜀13)𝑑𝑣𝑑𝑡; (7)

Сформируем соотношения Коши [13, 33]:

𝜀11 = 𝛾11 =
𝜕𝑢1
𝜕𝑥

+
1

2

[︃(︂
𝜕𝑢1
𝜕𝑥

)︂2

+

(︂
𝜕𝑢2
𝜕𝑥

)︂2

+

(︂
𝜕𝑢3
𝜕𝑥

)︂2
]︃

;

𝜀12 = 𝜀21 = 2𝛾12 =
𝜕𝑢1
𝜕𝑦

+
𝜕𝑢2
𝜕𝑥

+
𝜕𝑢1
𝜕𝑥

𝜕𝑢1
𝜕𝑦

+
𝜕𝑢2
𝜕𝑥

𝜕𝑢2
𝜕𝑦

+
𝜕𝑢3
𝜕𝑥

𝜕𝑢3
𝜕𝑦

;

𝜀13 = 𝜀31 = 2𝛾13 =
𝜕𝑢1
𝜕𝑧

+
𝜕𝑢3
𝜕𝑥

+
𝜕𝑢1
𝜕𝑥

𝜕𝑢1
𝜕𝑧

+
𝜕𝑢2
𝜕𝑥

𝜕𝑢2
𝜕𝑧

+
𝜕𝑢3
𝜕𝑥

𝜕𝑢3
𝜕𝑧

.

(8)

Варьируем соотношения Коши (8)

𝛿𝜀11 = 𝛿𝛾11 = 𝛿
𝜕𝑢1
𝜕𝑥

+
1

2
𝛿

[︃(︂
𝜕𝑢1
𝜕𝑥

)︂2

+

(︂
𝜕𝑢2
𝜕𝑥

)︂2

+

(︂
𝜕𝑢3
𝜕𝑥

)︂2
]︃

=

= 𝛿
𝜕𝑢1
𝜕𝑥

+
𝜕𝑢1
𝜕𝑥

𝛿
𝜕𝑢1
𝜕𝑥

+
𝜕𝑢2
𝜕𝑥

𝛿
𝜕𝑢2
𝜕𝑥

+
𝜕𝑢3
𝜕𝑥

𝛿
𝜕𝑢3
𝜕𝑥

;

𝛿𝜀12 = 𝛿𝛾12 = 𝛿
𝜕𝑢1
𝜕𝑦

+ 𝛿
𝜕𝑢2
𝜕𝑥

+
𝜕𝑢1
𝜕𝑥

𝛿
𝜕𝑢1
𝜕𝑦

+
𝜕𝑢1
𝜕𝑦

𝛿
𝜕𝑢1
𝜕𝑥

+
𝜕𝑢2
𝜕𝑥

𝛿
𝜕𝑢2
𝜕𝑦

+

+
𝜕𝑢2
𝜕𝑦

𝛿
𝜕𝑢2
𝜕𝑥

+
𝜕𝑢3
𝜕𝑥

𝛿
𝜕𝑢3
𝜕𝑦

+
𝜕𝑢3
𝜕𝑦

𝛿
𝜕𝑢3
𝜕𝑥

;

𝛿𝜀13 = 𝛾13 = 𝛿
𝜕𝑢1
𝜕𝑧

+ 𝛿
𝜕𝑢3
𝜕𝑥

+
𝜕𝑢1
𝜕𝑥

𝛿
𝜕𝑢1
𝜕𝑧

+
𝜕𝑢1
𝜕𝑧

𝛿
𝜕𝑢1
𝜕𝑥

+
𝜕𝑢2
𝜕𝑥

𝛿
𝜕𝑢2
𝜕𝑧

+

+
𝜕𝑢2
𝜕𝑧

𝛿
𝜕𝑢2
𝜕𝑥

+
𝜕𝑢3
𝜕𝑥

𝛿
𝜕𝑢3
𝜕𝑧

+
𝜕𝑢3
𝜕𝑧

𝛿
𝜕𝑢3
𝜕𝑥

.

(9)
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Эти формулы вставляем на вариации потенциальной энергии (7)

∫︁
𝑡

𝛿𝑑𝑡 =

∫︁
𝑡

∫︁
𝑣

{︂
𝜎11

(︂
𝛿
𝜕𝑢1
𝜕𝑥

+
𝜕𝑢1
𝜕𝑥

𝛿
𝜕𝑢1
𝜕𝑥

+
𝜕𝑢2
𝜕𝑥

𝛿
𝜕𝑢2
𝜕𝑥

+
𝜕𝑢3
𝜕𝑥

𝛿
𝜕𝑢3
𝜕𝑥

)︂
+

+𝜎12

(︂
𝛿
𝜕𝑢1
𝜕𝑦

+ 𝛿
𝜕𝑢2
𝜕𝑥

+
𝜕𝑢1
𝜕𝑥

𝛿
𝜕𝑢1
𝜕𝑦

+
𝜕𝑢1
𝜕𝑦

𝛿
𝜕𝑢1
𝜕𝑥

+
𝜕𝑢2
𝜕𝑥

𝛿
𝜕𝑢2
𝜕𝑦

+

+
𝜕𝑢2
𝜕𝑦

𝛿
𝜕𝑢2
𝜕𝑥

+
𝜕𝑢3
𝜕𝑥

𝛿
𝜕𝑢3
𝜕𝑦

+
𝜕𝑢3
𝜕𝑦

𝛿
𝜕𝑢3
𝜕𝑥

)︂
+

+𝜎13

(︂
𝛿
𝜕𝑢1
𝜕𝑧

+ 𝛿
𝜕𝑢3
𝜕𝑥

+
𝜕𝑢1
𝜕𝑥

𝛿
𝜕𝑢1
𝜕𝑧

+
𝜕𝑢1
𝜕𝑧

𝛿
𝜕𝑢1
𝜕𝑥

+
𝜕𝑢2
𝜕𝑥

𝛿
𝜕𝑢2
𝜕𝑧

+

+
𝜕𝑢2
𝜕𝑧

𝛿
𝜕𝑢2
𝜕𝑥

+
𝜕𝑢3
𝜕𝑥

𝛿
𝜕𝑢3
𝜕𝑧

+
𝜕𝑢3
𝜕𝑧

𝛿
𝜕𝑢3
𝜕𝑥

)︂}︂
𝑑𝑣𝑑𝑡;

(10)

Приведем подобных слагаемых относительно вариации

∫︁
𝑡

𝛿𝑑𝑡 =

∫︁
𝑡

∫︁
𝑣

{︂(︂
𝜎11 +

𝜕𝑢1
𝜕𝑥

𝜎11 +
𝜕𝑢1
𝜕𝑦

𝜎12 +
𝜕𝑢1
𝜕𝑧

𝜎13

)︂
𝛿
𝜕𝑢1
𝜕𝑥

+

+

(︂
𝜎12 +

𝜕𝑢2
𝜕𝑥

𝜎11 +
𝜕𝑢2
𝜕𝑦

𝜎12 +
𝜕𝑢2
𝜕𝑧

𝜎13

)︂
𝛿
𝜕𝑢2
𝜕𝑥

+

+

(︂
𝜎13 +

𝜕𝑢3
𝜕𝑥

𝜎11 +
𝜕𝑢3
𝜕𝑦

𝜎12 +
𝜕𝑢3
𝜕𝑧

𝜎13

)︂
𝛿
𝜕𝑢3
𝜕𝑥

+

(︂
𝜎12 +

𝜕𝑢1
𝜕𝑥

𝜎12

)︂
𝛿
𝜕𝑢1
𝜕𝑦

+

+

(︂
𝜎13 +

𝜕𝑢1
𝜕𝑥

𝜎13

)︂
𝛿
𝜕𝑢1
𝜕𝑧

+
𝜕𝑢2
𝜕𝑥

𝜎12𝛿
𝜕𝑢2
𝜕𝑦

+
𝜕𝑢3
𝜕𝑥

𝜎12𝛿
𝜕𝑢3
𝜕𝑦

+

+
𝜕𝑢2
𝜕𝑥

𝜎13𝛿
𝜕𝑢2
𝜕𝑧

+
𝜕𝑢3
𝜕𝑥

𝜎13𝛿
𝜕𝑢3
𝜕𝑧

}︂
𝑑𝑣𝑑𝑡;

(11)

Относительно 𝜕𝑢1

𝜕𝑦
, 𝜕𝑢1

𝜕𝑧
, 𝜕𝑢2

𝜕𝑦
, 𝜕𝑢3

𝜕𝑧
, 𝜕𝑢3

𝜕𝑦
, 𝜕𝑢3

𝜕𝑧
используем формулы (1).

В (11) выполняем операции интегрирования по частям, приведем подобных сла-
гаемых относительно вариации перемещений, подставляя выражения перемещения
𝑢𝑖 из (1) под знаками вариации на вариационное уравнение, выделяем интеграл по
сечению стержня, вводя обозначения имеем:
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∫︁
𝑡

𝛿Π𝑑𝑡 =

∫︁
𝑡

⎧⎨⎩
∫︁
𝑥

[︂
𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝑁𝑥 +𝑁𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥
−𝑀𝑦

𝜕𝛼1

𝜕𝑥
− 𝑀𝑧

𝜕𝛼2

𝜕𝑥

]︂
𝑑𝑥

⎤⎦ 𝑑𝑡𝛿𝑢+

+

∫︁
𝑡

⎧⎨⎩
∫︁
𝑥

[︂
− 𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝑀𝑦 +𝑀𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑥
−𝑀11

(︀
𝜎11𝑧

2
)︀ 𝜕𝛼1

𝜕𝑥
−𝑀11 (𝜎11𝑧𝑦)

𝜕𝛼2

𝜕𝑥
−

−𝑀12 (𝑧𝜎12)𝛼2 −𝑀13 (𝑧𝜎13)𝛼1)] 𝑑𝑥} 𝑑𝑡𝛿𝛼1+

+

∫︁
𝑡

⎧⎨⎩
∫︁
𝑥

[︂
− 𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝑀𝑧 +𝑀𝑧

𝜕𝑢

𝜕𝑥
−𝑀11 (𝜎11𝑦𝑧)

𝜕𝛼1

𝜕𝑥
−𝑀11

(︀
𝜎11𝑦

2
)︀ 𝜕𝛼2

𝜕𝑥
−

−𝑀12 (𝜎12𝑦)𝛼2 −𝑀13 (𝜎13𝑦) 𝛼1)] 𝑑𝑥} 𝑑𝑡𝛿𝛼2+

+

∫︁
𝑡

⎧⎨⎩
∫︁
𝑥

[︂
− 𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝑀𝑧 +𝑀𝑧

𝜕𝑢

𝜕𝑥
−𝑀11 (𝜎11𝑦𝑧)

𝜕𝛼1

𝜕𝑥
−𝑀11

(︀
𝜎11𝑦

2
)︀ 𝜕𝛼2

𝜕𝑥
−

−𝑀12 (𝜎12𝑦)𝛼2 −𝑀13 (𝜎13𝑦)𝛼1 )] 𝑑𝑥} 𝑑𝑡𝛿𝛼2+

+

∫︁
𝑡

⎧⎨⎩
∫︁
𝑥

[︂
𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝑄2 +𝑁𝑥

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+𝑀𝑦

𝜕𝜃

𝜕𝑥
+𝑄3𝜃

)︂⎤⎦ 𝑑𝑥
⎫⎬⎭ 𝑑𝑡𝛿𝑣+

+

∫︁
𝑡

⎧⎨⎩
∫︁
𝑥

[︂
𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝑄3 +𝑁𝑥

𝜕𝑤

𝜕𝑥
−𝑀𝑧

𝜕𝜃

𝜕𝑥
−𝑄2𝜃

)︂⎤⎦ 𝑑𝑥
⎫⎬⎭ 𝑑𝑡𝛿𝑤+

+

∫︁
𝑡

⎧⎨⎩
∫︁
𝑥

[︂
𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝑀𝑦

𝜕𝑣

𝜕𝑥
−𝑀𝑧

𝜕𝑤

𝜕𝑥
+𝑀12 (𝑧𝜎12) −𝑀13 (𝜎13𝑦) +

+
(︀
𝑀11

(︀
𝑧2𝜎11

)︀
+𝑀11

(︀
𝜎11𝑦

2
)︀)︀ 𝜕𝜃

𝜕𝑥
+ (𝑀12 (𝜎12𝑦) +𝑀13 (𝑧𝜎13)) 𝜃

)︂]︂
𝑑𝑥

}︂
𝑑𝑡𝛿𝜃+

+

∫︁
𝑡

{︂(︂
𝑁𝑥 +𝑁𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥
−𝑀𝑦

𝜕𝛼1

𝜕𝑥
−𝑀𝑧

𝜕𝛼2

𝜕𝑥
− 𝜕

𝜕𝑦
𝑄2𝛼2 −

𝜕

𝜕𝑧
𝑄3𝛼1

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑥

]︂
𝛿𝑢

}︂
𝑑𝑡+

+

∫︁
𝑡

{︂(︂
−𝑀𝑦 −𝑀𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+𝑀11

(︀
𝜎11𝑧

2
)︀ 𝜕𝛼1

𝜕𝑥
+𝑀11 (𝜎11𝑧𝑦)

𝜕𝛼2

𝜕𝑥
−

−𝑀12 (𝑧𝜎12)𝛼2 −𝑀13 (𝑧𝜎13)𝛼1)|𝑥] 𝛿𝛼1} 𝑑𝑡

+

∫︁
𝑡

{︂(︂
−𝑀𝑧 −𝑀𝑧

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+𝑀11 (𝜎11𝑦𝑧)

𝜕𝛼1

𝜕𝑥
+𝑀11

(︀
𝜎11𝑦

2
)︀ 𝜕𝛼2

𝜕𝑥
+

+𝑀12 (𝜎12𝑦)𝛼2 +𝑀13 (𝜎13𝑦)𝛼1)|𝑥] 𝛿𝛼2} 𝑑𝑡

+

∫︁
𝑡

{︂[︂(︂
𝑄2 +𝑁𝑥

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+𝑀𝑦

𝜕𝜃

𝜕𝑥
+𝑄3𝜃

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑥

]︂
𝛿𝑣

}︂
𝑑𝑡+

+

∫︁
𝑡

[︂(︂
𝑄3 +𝑁𝑥

𝜕𝑤

𝜕𝑥
−𝑀𝑧

𝜕𝜃

𝜕𝑥
−𝑄2𝜃

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑥

]︂
𝛿𝑤

}︂
𝑑𝑡+

+

∫︁
𝑡

{︂[︂
𝑀𝑦

𝜕𝑣

𝜕𝑥
−𝑀𝑧

𝜕𝑤

𝜕𝑥
+𝑀12 (𝑧𝜎12) + (𝑀13 (𝑧𝜎13) +𝑀12 (𝜎12𝑦)) 𝜃−

−𝑀13 (𝜎13𝑦) +𝑀11

(︀
𝑧2𝜎11

)︀
+𝑀11

(︀
𝜎11𝑦

2
)︀]︀ 𝜕𝜃
𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥

]︂
𝛿𝜃

}︂
𝑑𝑡.

(12)
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Для нелинейных частей вариации потенциальной энергии вводим следующие обо-
значения: ∫︁

𝑡

𝛿Π𝑑𝑡 =

∫︁
𝑡

−

⎧⎨⎩
∫︁
𝑥

{︂[︂
𝜕𝑁𝑥

𝜕𝑥
+
𝜕𝑅1

𝜕𝑥

]︂
𝛿𝑢+

[︂
𝜕𝑄2

𝜕𝑥
+
𝜕𝑅2

𝜕𝑥

]︂
𝛿𝑣+

+

[︂
𝜕𝑄3

𝜕𝑥
+
𝜕𝑅3

𝜕𝑥

]︂
𝛿𝑤 +

[︂
𝜕𝑀𝑦

𝜕𝑥
+
𝜕𝑅4

𝜕𝑥

]︂
𝛿𝛼1+

+

[︂
𝜕𝑀𝑧

𝜕𝑥
+
𝜕𝑅5

𝜕𝑥

]︂
𝛿𝛼2 +

[︂
𝜕𝑀𝑥

𝜕𝑥
+
𝜕𝑅6

𝜕𝑥

]︂
𝛿𝜃

}︂
𝑑𝑥+

+ [𝑁𝑥 +𝑅1] 𝛿𝑢+ [𝑄2 +𝑅2] 𝛿𝑣 + [𝑄3 +𝑅3] 𝛿𝑤+

+ [𝑀𝑦 +𝑅4] 𝛿𝛼1 + [𝑀𝑧 +𝑅5] 𝛿𝛼2 + [𝑀𝑥 +𝑅6] 𝛿𝜃|𝑥} 𝑑𝑡.

(13)

Здесь

𝑅1 = 𝑁𝑥
𝜕𝑢

𝜕𝑥
−𝑀𝑦

𝜕𝛼1

𝜕𝑥
−𝑀𝑧

𝜕𝛼2

𝜕𝑥
;

𝑅2 = 𝑁𝑥
𝜕𝑣

𝜕𝑥
+𝑀𝑦

𝜕𝜃

𝜕𝑥
+𝑄3𝜃;

𝑅3 = 𝑁𝑥
𝜕𝑤

𝜕𝑥
−𝑀𝑧

𝜕𝜃

𝜕𝑥
−𝑄2𝜃;

𝑅4 = −
(︂
𝑀𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑥
−𝑀11

(︀
𝜎11𝑧

2
)︀ 𝜕𝛼1

𝜕𝑥
−

−𝑀11 (𝜎11𝑧𝑦)
𝜕𝛼2

𝜕𝑥
−𝑀12 (𝑧𝜎12)𝛼2 −𝑀13 (𝑧𝜎13)𝛼1

)︂
;

𝑅5 = −
(︂
𝑀𝑧

𝜕𝑢

𝜕𝑥
−𝑀11 (𝜎11𝑦𝑧)

𝜕𝛼1

𝜕𝑥
−

−𝑀11

(︀
𝜎11𝑦

2
)︀ 𝜕𝛼2

𝜕𝑥
−𝑀12 (𝜎12𝑦)𝛼2 −𝑀13 (𝜎13𝑦)𝛼1

)︂
;

(14)

𝑅6 = 𝑀𝑦
𝜕𝑣

𝜕𝑥
−𝑀𝑧

𝜕𝑤

𝜕𝑥
+𝑀12 (𝜎12𝑧)−

−𝑀13 (𝜎13𝑦) +𝑀12 (𝜎12𝑦) 𝜃 +𝑀13 (𝜎13𝑧) 𝜃+

+𝑀11

(︀
𝜎11𝑧

2
)︀ 𝜕𝜃
𝜕𝑥

+𝑀11

(︀
𝜎11𝑦

2
)︀ 𝜕𝜃
𝜕𝑥
.

5 Определение вариации работы внешних сил
Рассмотрим вариации работы внешних сил

∫︁
𝑡

𝛿𝐴𝑑𝑡 =

∫︁
𝑡

⎡⎣∫︁
𝑣

(𝐹1𝛿𝑢1 + 𝐹2𝛿𝑢2 + 𝐹3𝛿𝑢3) 𝑑𝑣+

+

∫︁
𝑠

(𝑞1𝛿𝑢1 + 𝑞2𝛿𝑢2 + 𝑞3𝛿𝑢3)𝑑𝑠+

+

∫︁
𝑠1

(𝜙1𝛿𝑢1 + 𝜙2𝛿𝑢2 + 𝜙3𝛿𝑢3)𝑑𝑠1 |𝑥

⎤⎦ .
(15)
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Здесь 𝐹1, 𝐹2, 𝐹3 – обозначены составляющие объемных сил, отнесенные к единице
объема, через 𝑞1, 𝑞2, 𝑞3 – соответственно поверхностные силы, отнесенные к единице
площади поверхности стержня, 𝜙1, 𝜙2, 𝜙3 – граничные напряжения.

В вариации работы внешних сил (15) подставляем выражения перемещения
𝑢1, 𝑢2, 𝑢3 из (1):

∫︁
𝑡

𝛿𝐴𝑑𝑡 =

∫︁
𝑡

⎡⎣∫︁
𝑣

(𝐹1 𝛿 (𝑢− 𝑧𝛼1 − 𝑦𝛼2) + 𝐹2𝛿 (𝑣 + 𝑧𝜃) + 𝐹3𝛿 (𝑤 − 𝑦𝜃)) 𝑑𝑣+

+

∫︁
𝑠

(𝑞1𝛿 (𝑢− 𝑧𝛼1 − 𝑦𝛼2) + 𝑞2𝛿 (𝑣 + 𝑧𝜃) + 𝑞3𝛿 (𝑤 − 𝑦𝜃))𝑑𝑠+

+

∫︁
𝑠1

(𝜙1𝛿 (𝑢− 𝑧𝛼1 − 𝑦𝛼2) + 𝜙2𝛿 (𝑣 + 𝑧𝜃) + 𝜙3𝛿 (𝑤 − 𝑦𝜃))𝑑𝑠1 |𝑥

⎤⎦ 𝑑𝑡;
(16)

Раскрываем скобки и выделяем интеграл по сечению стержня. Тогда вариации
работы внешних сил (16) получают вид:

∫︁
𝑡

𝛿𝐴𝑑𝑡 =

=

∫︁
𝑡

⎡⎣∫︁
𝑣

(𝐹1 𝛿𝑢− 𝑧𝐹1𝛿𝛼1 − 𝑦𝐹1𝛿𝛼2 + 𝐹2𝛿𝑣 + 𝐹3𝛿𝑤 + (𝑧𝐹 2 − 𝑦 𝐹3) 𝛿𝜃) 𝑑𝑣+

+

∫︁
𝑠

(𝑞1 𝛿𝑢− 𝑧𝑞1𝛿𝛼1 − 𝑦𝑞1𝛿𝛼2 + 𝑞2𝛿𝑣 + 𝑞3𝛿𝑤 + (𝑧𝑞 2 − 𝑦 𝑞3) 𝛿𝜃) 𝑑𝑠+

+

∫︁
𝑠1

(𝜙1 𝛿𝑢− 𝑧𝜙1𝛿𝛼1 − 𝑦𝜙1𝛿𝛼2 + 𝜙2𝛿𝑣 + 𝜙3𝛿𝑤 + (𝑧𝜙2 − 𝑦 𝜙3) 𝛿𝜃)𝑑𝑠1 |𝑥

⎤⎦ 𝑑𝑡;

(17)

Выделим интеграл поперечного сечения стержня

∫︁
𝑡

𝛿𝐴𝑑𝑡 =

∫︁
𝑡

⎧⎨⎩
∫︁
𝑥

⎡⎣∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

(𝐹1 𝛿𝑢− 𝑧𝐹1𝛿𝛼1 − 𝑦𝐹1𝛿𝛼2 +

+𝐹2𝛿𝑣 + 𝐹3𝛿𝑤 + (𝑧𝐹 2 − 𝑦 𝐹3) 𝛿𝜃) 𝑑𝑧𝑑𝑦+

+

∫︁
𝑙

(𝑞1 𝛿𝑢− 𝑧𝑞1𝛿𝛼1 − 𝑦𝑞1𝛿𝛼2 + 𝑞2𝛿𝑣 + 𝑞3𝛿𝑤 + (𝑧𝑞 2 − 𝑦 𝑞3) 𝛿𝜃) 𝑑𝑙

⎤⎦ 𝑑𝑥+

+

∫︁
𝑠1

(𝜙1 𝛿𝑢− 𝑧𝜙1𝛿𝛼1 − 𝑦𝜙1𝛿𝛼2 + 𝜙2𝛿𝑣 + 𝜙3𝛿𝑤 + (𝑧𝜙2 − 𝑦 𝜙3) 𝛿𝜃)𝑑𝑠1 |𝑥

⎫⎬⎭ 𝑑𝑡;

(18)
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∫︁
𝑡

𝛿𝐴𝑑𝑡 =

∫︁
𝑡

⎧⎨⎩
∫︁
𝑥

[︀(︀
𝐹1 + 𝑞1

)︀
𝛿𝑢−

−
(︀
𝑀𝑦

(︀
𝐹1

)︀
+𝑀𝑦 (𝑞1)

)︀
𝛿𝛼1 −

(︀
𝑀𝑧

(︀
𝐹1

)︀
+𝑀𝑧 (𝑞1)

)︀
𝛿𝛼2+

+
(︀
𝐹2 + 𝑞2

)︀
𝛿𝑣 +

(︀
𝐹3 + 𝑞3

)︀
𝛿𝑤 + (𝑀𝑥 (𝐹23) +𝑀𝑥 (𝑞23)) 𝛿𝜃] 𝑑𝑥+

+ (𝜙1 𝛿𝑢−𝑀𝑦 (𝜙1) 𝛿𝛼1 −𝑀𝑧 (𝜙1) 𝛿𝛼2+

+𝜙2𝛿𝑣 + 𝜙3𝛿𝑤 +𝑀𝑥 (𝜙 23) |𝑥} 𝑑𝑡;

(19)

где

𝜙1 =

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

𝜙1𝑑𝑧𝑑𝑦; 𝜙2 =

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

𝜙2𝑑𝑧𝑑𝑦; 𝜙3 =

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

𝜙3𝑑𝑧𝑑𝑦;

𝑀𝑦(𝜙1) =

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

𝜙1 · 𝑧𝑑𝑧𝑑𝑦; 𝑀𝑧(𝜙1) =

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

𝜙1 · 𝑦𝑑𝑧𝑑𝑦;

𝑀𝑥(𝜙23) =

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

(𝑧 · 𝜙2 − 𝑦 · 𝜙3) 𝑑𝑧𝑑𝑦;

𝐹1 =

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

𝐹1𝑑𝑧𝑑𝑦; 𝐹2 =

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

𝐹2𝑑𝑧𝑑𝑦; 𝐹3 =

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

𝐹3𝑑𝑧𝑑𝑦;

(20)

𝑀𝑦(𝐹1) =

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

𝐹1 · 𝑧𝑑𝑧𝑑𝑦; 𝑀𝑧(𝐹1) =

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

𝐹1 · 𝑦𝑑𝑧𝑑𝑦;

𝑀𝑥(𝐹23) =

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

(𝑧 · 𝐹2 − 𝑦 · 𝐹3) 𝑑𝑧𝑑𝑦;

𝑞1 =

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

𝑞1𝑑𝑧𝑑𝑦; 𝑞2 =

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

𝑞2𝑑𝑧𝑑𝑦; 𝑞3 =

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

𝑞3𝑑𝑧𝑑𝑦;

𝑀𝑦(𝑞1) =

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

𝑞1 · 𝑧𝑑𝑧𝑑𝑦; 𝑀𝑧(𝑞1) =

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

𝑞1 · 𝑦𝑑𝑧𝑑𝑦;

𝑀𝑥(𝑞23) =

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

(𝑧 · 𝑞2 − 𝑦 · 𝑞3) 𝑑𝑧𝑑𝑦.

6 Вывод вариационного уравнения колебаний стержней

Полученные результаты вариации кинетической энергии (5) потенциальной энер-
гии (16) и работы внешних сил (20) подставляем на вариационный принцип Остро-
градского - Гамильтона (2), в результате получаем вариационное уравнение стержня
в геометрически нелинейной постановке.
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∫︁
𝑡

(𝛿𝐾 − 𝛿Π + 𝛿𝐴)𝑑𝑡 =

=

∫︁
𝑥

{︂[︂
𝜌𝐹

𝜕𝑢

𝜕𝑡
− 𝜌𝑆𝑦

𝜕𝛼1

𝜕𝑡
− 𝜌𝑆𝑧

𝜕𝛼2

𝜕𝑡

]︂
𝛿𝑢+

+

[︂
𝜌𝐹

𝜕𝑣

𝜕𝑡
+ 𝜌𝑆𝑦

𝜕𝜃

𝜕𝑡

]︂
𝛿𝑣 +

[︂
𝜌𝐹

𝜕𝑤

𝜕𝑡
− 𝜌𝑆𝑧

𝜕𝜃

𝜕𝑡

]︂
𝛿𝑤−

−
[︂
𝜌𝑆𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑡
− 𝜌𝐼𝑦

𝜕𝛼1

𝜕𝑡
− 𝜌𝐼𝑦𝑧

𝜕𝛼2

𝜕𝑡

]︂
𝛿𝛼1−

−
[︂
𝜌𝑆𝑧

𝜕𝑢

𝜕𝑡
− 𝜌𝐼𝑦𝑧

𝜕𝛼1

𝜕𝑡
− 𝜌𝐼𝑧

𝜕𝛼2

𝜕𝑡

]︂
𝛿𝛼2+

+

[︂
𝜌𝑆𝑦

𝜕𝑣

𝜕𝑡
− 𝜌𝑆𝑧

𝜕𝑤

𝜕𝑡
+ 𝜌𝐼𝜌

𝜕𝜃

𝜕𝑡

]︂
𝛿𝜃

}︂⃒⃒⃒⃒
𝑡

𝑑𝑥−

−
∫︁
𝑡

∫︁
𝑥

{︂[︂
𝜌𝐹

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
− 𝜌𝑆𝑦

𝜕2𝛼1

𝜕𝑡2
− 𝜌𝑆𝑧

𝜕2𝛼2

𝜕𝑡2

]︂
𝛿𝑢+

+

[︂
𝜌𝐹

𝜕2𝑣

𝜕𝑡2
+ 𝜌𝑆𝑦

𝜕2𝜃

𝜕𝑡2

]︂
𝛿𝑣+

+

[︂
𝜌𝐹

𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
− 𝜌𝑆𝑧

𝜕2𝜃

𝜕𝑡2

]︂
𝛿𝑤−

−
[︂
𝜌𝑆𝑦

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
− 𝜌𝐼𝑦

𝜕2𝛼1

𝜕𝑡2
− 𝜌𝐼𝑦𝑧

𝜕2𝛼2

𝜕𝑡2

]︂
𝛿𝛼1−

−
[︂
𝜌𝑆𝑧

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
− 𝜌𝐼𝑦𝑧

𝜕2𝛼1

𝜕𝑡2
− 𝜌𝐼𝑧

𝜕2𝛼2

𝜕𝑡2

]︂
𝛿𝛼2+

+

[︂
𝜌𝑆𝑦

𝜕2𝑣

𝜕𝑡2
− 𝜌𝑆𝑧

𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
+ 𝜌𝐼𝜌

𝜕2𝜃

𝜕𝑡2

]︂
𝛿𝜃

}︂
𝑑𝑥𝑑𝑡−

−
∫︁
𝑡

⎧⎨⎩
∫︁
𝑥

[︂
𝜕𝑁𝑥

𝜕𝑥
+
𝜕𝑅1

𝜕𝑥

]︂
𝛿𝑢+

[︂
𝜕𝑄2

𝜕𝑥
+
𝜕𝑅2

𝜕𝑥

]︂
𝛿𝑣+

+

[︂
𝜕𝑄3

𝜕𝑥
+
𝜕𝑅3

𝜕𝑥

]︂
𝛿𝑤 +

[︂
𝜕𝑀𝑦

𝜕𝑥
+
𝜕𝑅4

𝜕𝑥

]︂
𝛿𝛼1+

+

[︂
𝜕𝑀𝑧

𝜕𝑥
+
𝜕𝑅5

𝜕𝑥

]︂
𝛿𝛼2 +

[︂
𝜕𝑀𝑥

𝜕𝑥
+
𝜕𝑅6

𝜕𝑥

]︂
𝛿𝜃

}︂
𝑑𝑥+

+ [𝑁𝑥 +𝑅1] 𝛿𝑢+ [𝑄2 +𝑅2] 𝛿𝑣 + [𝑄3 +𝑅3] 𝛿𝑤+

+ [𝑀𝑦 +𝑅4] 𝛿𝛼1 + [𝑀𝑧 +𝑅5] 𝛿𝛼2 + [𝑀𝑥 +𝑅6] 𝛿𝜃|𝑥} 𝑑𝑡+

+

∫︁
𝑡

⎧⎨⎩
∫︁
𝑥

[︀(︀
𝐹1 + 𝑞1

)︀
𝛿𝑢−

(︀
𝑀𝑦

(︀
𝐹1

)︀
+𝑀𝑦 (𝑞1)

)︀
𝛿𝛼1−

−
(︀
𝑀𝑧

(︀
𝐹1

)︀
+𝑀𝑧 (𝑞1)

)︀
𝛿𝛼2+

+
(︀
𝐹2 + 𝑞2

)︀
𝛿𝑣 +

(︀
𝐹3 + 𝑞3

)︀
𝛿𝑤+

+ (𝑀𝑥 (𝐹23) +𝑀𝑥 (𝑞23)) 𝛿𝜃] 𝑑𝑥+

+[𝜙1𝛿𝑢−𝑀 𝑦 (𝜙1) 𝛿𝛼1 −𝑀𝑧 (𝜙1) 𝛿𝛼2+

+𝜙2𝛿𝑣 + 𝜙3𝛿𝑤 +𝑀 𝑥 (𝜙 23) 𝛿𝜃] |𝑥} 𝑑𝑡 = 0.

(21)
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Здесь приводим подобные слагаемые

∫︁
𝑡

(𝛿𝐾 − 𝛿Π + 𝛿𝐴)𝑑𝑡 =

−
∫︁
𝑡

∫︁
𝑥

{︂[︂
𝜌𝐹

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
− 𝜌𝑆𝑦

𝜕2𝛼1

𝜕𝑡2
− 𝜌𝑆𝑧

𝜕2𝛼2

𝜕𝑡2
+
𝜕𝑁𝑥

𝜕𝑥
+
𝜕𝑅1

𝜕𝑥
+
(︀
𝐹1 + 𝑞1

)︀]︂
𝛿𝑢+

+

[︂
𝜌𝐹

𝜕2𝑣

𝜕𝑡2
+ 𝜌𝑆𝑦

𝜕2𝜃

𝜕𝑡2
+
𝜕𝑄2

𝜕𝑥
+
𝜕𝑅2

𝜕𝑥
+
(︀
𝐹2 + 𝑞2

)︀]︂
𝛿𝑣+

+

[︂
𝜌𝐹

𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
− 𝜌𝑆𝑧

𝜕2𝜃

𝜕𝑡2
+
𝜕𝑄3

𝜕𝑥
+
𝜕𝑅3

𝜕𝑥
+
(︀
𝐹3 + 𝑞3

)︀]︂
𝛿𝑤−

−
[︂
𝜌𝑆𝑦

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
− 𝜌𝐼𝑦

𝜕2𝛼1

𝜕𝑡2
− 𝜌𝐼𝑦𝑧

𝜕2𝛼2

𝜕𝑡2
+

+
𝜕𝑀𝑦

𝜕𝑥
+
𝜕𝑅4

𝜕𝑥
−
(︀
𝑀𝑦

(︀
𝐹1

)︀
+𝑀𝑦 (𝑞1)

)︀]︂
𝛿𝛼1−

−
[︂
𝜌𝑆𝑧

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
− 𝜌𝐼𝑦𝑧

𝜕2𝛼1

𝜕𝑡2
− 𝜌𝐼𝑧

𝜕2𝛼2

𝜕𝑡2
+
𝜕𝑀𝑧

𝜕𝑥
+

+
𝜕𝑅5

𝜕𝑥
−
(︀
𝑀𝑧

(︀
𝐹1

)︀
+𝑀𝑧 (𝑞1)

)︀
𝛿𝛼2+

+

[︂
𝜌𝑆𝑦

𝜕2𝑣

𝜕𝑡2
− 𝜌𝑆𝑧

𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
+ 𝜌𝐼𝜌

𝜕2𝜃

𝜕𝑡2
+
𝜕𝑀𝑥

𝜕𝑥
+

+
𝜕𝑅6

𝜕𝑥
+ (𝑀𝑥 (𝐹23) +𝑀𝑥 (𝑞23))

]︂
𝛿𝜃

}︂
𝑑𝑥+

+ [𝑁𝑥 +𝑅1 + 𝜙1] 𝛿𝑢+ [𝑄2 +𝑅2 + 𝜙2] 𝛿𝑣+

+ [𝑄3 +𝑅3 + 𝜙3] 𝛿𝑤 + [𝑀𝑦 +𝑅4 −𝑀𝑦 (𝜙1)] 𝛿𝛼1+

+ [𝑀𝑧 +𝑅5 −𝑀𝑧 (𝜙1)] 𝛿𝛼2+

+ [𝑀𝑥 +𝑅6 +𝑀𝑥 (𝜙23)] 𝛿𝜃|𝑥} 𝑑𝑡+

+

∫︁
𝑥

{︂[︂
𝜌𝐹

𝜕𝑢

𝜕𝑡
− 𝜌𝑆𝑦

𝜕𝛼1

𝜕𝑡
− 𝜌𝑆𝑧

𝜕𝛼2

𝜕𝑡

]︂
𝛿𝑢+

+

[︂
𝜌𝐹

𝜕𝑣

𝜕𝑡
+ 𝜌𝑆𝑦

𝜕𝜃

𝜕𝑡

]︂
𝛿𝑣 +

[︂
𝜌𝐹

𝜕𝑤

𝜕𝑡
− 𝜌𝑆𝑧

𝜕𝜃

𝜕𝑡

]︂
𝛿𝑤+

−
[︂
𝜌𝑆𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑡
− 𝜌𝐼𝑦

𝜕𝛼1

𝜕𝑡
− 𝜌𝐼𝑦𝑧

𝜕𝛼2

𝜕𝑡

]︂
𝛿𝛼1−

−
[︂
𝜌𝑆𝑧

𝜕𝑢

𝜕𝑡
− 𝜌𝐼𝑦𝑧

𝜕𝛼1

𝜕𝑡
− 𝜌𝐼𝑧

𝜕𝛼2

𝜕𝑡

]︂
𝛿𝛼2+

+

[︂
𝜌𝑆𝑦

𝜕𝑣

𝜕𝑡
− 𝜌𝑆𝑧

𝜕𝑤

𝜕𝑡
+ 𝜌𝐼𝜌

𝜕𝜃

𝜕𝑡

]︂
𝛿𝜃

}︂⃒⃒⃒⃒
𝑡

𝑑𝑥 = 0;

(22)

Вариации не известных функции 𝛿𝑢, 𝛿𝛼1, 𝛿𝛼2, 𝛿𝑣, 𝛿𝑤, 𝛿𝜃 не равняются нулю. Поэто-
му их коэффициенты должны равняется нулю. Иcходя из этого положения можем
получить из вариационного уравнения (22) следующие системы уравнения с соответ-
ствующими начальными и граничными условиями.
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Уравнения движения стержня:

−𝜌𝐹 𝜕
2𝑢

𝜕𝑡2
+ 𝜌𝑆𝑦

𝜕2𝛼1

𝜕𝑡2
+ 𝜌𝑆𝑧

𝜕2𝛼2

𝜕𝑡2
+

+
𝜕𝑁𝑥

𝜕𝑥
+
𝜕𝑅1

𝜕𝑥
+
(︀
𝐹1 + 𝑞1

)︀
= 0;

−𝜌𝐹 𝜕
2𝑣

𝜕𝑡2
− 𝜌𝑆𝑦

𝜕2𝜃

𝜕𝑡2
+
𝜕𝑄2

𝜕𝑥
+
𝜕𝑅2

𝜕𝑥
+
(︀
𝐹2 + 𝑞2

)︀
= 0;

−𝜌𝐹 𝜕
2𝑤

𝜕𝑡2
+ 𝜌𝑆𝑧

𝜕2𝜃

𝜕𝑡2
+
𝜕𝑄3

𝜕𝑥
+
𝜕𝑅3

𝜕𝑥
+
(︀
𝐹3 + 𝑞3

)︀
= 0;

𝜌𝑆𝑦
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
− 𝜌𝐼𝑦

𝜕2𝛼1

𝜕𝑡2
− 𝜌𝐼𝑦𝑧

𝜕2𝛼2

𝜕𝑡2
+

+
𝜕𝑀𝑦

𝜕𝑥
+
𝜕𝑅4

𝜕𝑥
−
(︀
𝑀𝑦

(︀
𝐹1

)︀
+𝑀𝑦 (𝑞1)

)︀
= 0;

𝜌𝑆𝑧
𝜕𝑢

𝜕𝑡
− 𝜌𝐼𝑦𝑧

𝜕𝛼1

𝜕𝑡
− 𝜌𝐼𝑧

𝜕𝛼2

𝜕𝑡
+
𝜕𝑀𝑧

𝜕𝑥
+

+
𝜕𝑅5

𝜕𝑥
−
(︀
𝑀𝑧

(︀
𝐹1

)︀
+𝑀𝑧 (𝑞1)

)︀
= 0;

−𝜌𝑆𝑦
𝜕2𝑣

𝜕𝑡2
+ 𝜌𝑆𝑧

𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
+ 𝜌𝐼𝜌

𝜕2𝜃

𝜕𝑡2
+
𝜕𝑀𝑥

𝜕𝑥
+

+
𝜕𝑅6

𝜕𝑥
+ (𝑀𝑥 (𝐹23) +𝑀𝑥 (𝑞23)) = 0;

(23)

Начальные условия:[︂
𝜌𝐹

𝜕𝑢

𝜕𝑡
− 𝜌𝑆𝑦

𝜕𝛼1

𝜕𝑡
− 𝜌𝑆𝑧

𝜕𝛼2

𝜕𝑡

]︂
𝛿𝑢

⃒⃒⃒⃒
𝑡

= 0;[︂
−𝜌𝑆𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝜌𝐼𝑦

𝜕𝛼1

𝜕𝑡
+ 𝜌𝐼𝑦𝑧

𝜕𝛼2

𝜕𝑡

]︂
𝛿𝛼1

⃒⃒⃒⃒
𝑡

= 0;[︂
−𝜌𝑆𝑧

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝜌𝐼𝑦𝑧

𝜕𝛼1

𝜕𝑡
+ 𝜌𝐼𝑧

𝜕𝛼2

𝜕𝑡

]︂
𝛿𝛼2

⃒⃒⃒⃒
𝑡

= 0;[︂
𝜌𝐹

𝜕𝑣

𝜕𝑡
+ 𝜌𝑆𝑦

𝜕𝜃

𝜕𝑡

]︂
𝛿𝑣

⃒⃒⃒⃒
𝑡

= 0;[︂
𝜌𝐹

𝜕𝑤

𝜕𝑡
− 𝜌𝑆𝑧

𝜕𝜃

𝜕𝑡

]︂
𝛿𝑤

⃒⃒⃒⃒
𝑡

= 0;[︂
𝜌𝑆𝑦

𝜕𝑣

𝜕𝑡
− 𝜌𝑆𝑧

𝜕𝑤

𝜕𝑡
+ 𝜌𝐼𝜌

𝜕𝜃

𝜕𝑡

]︂
𝛿𝜃

⃒⃒⃒⃒
𝑡

= 0.

(24)

Граничные условия:

[−𝑁𝑥 +𝑅1 + 𝜙1] 𝛿𝑢|𝑥 = 0;

[−𝑄2 +𝑅2 + 𝜙2] 𝛿𝑣|𝑥 = 0;

[−𝑄3 +𝑅3 + 𝜙3] 𝛿𝑤|𝑥 = 0;

[−𝑀𝑦 +𝑅4 +𝑀𝑦 (𝜙1)] 𝛿𝛼1|𝑥 = 0;

[−𝑀𝑧 +𝑅5 +𝑀𝑧 (𝜙1)] 𝛿𝛼2|𝑥 = 0;

[−𝑀𝑥 +𝑅6 +𝑀𝑥 (𝜙23 )] 𝛿𝜃|𝑥 = 0.

На основе закона Гука выражении 𝑁𝑥, 𝑄2, 𝑄3,𝑀𝑦,𝑀𝑧,𝑀𝑥 в перемещениях полу-
чаем из соотношения (1).
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Компоненты напряжении на основе закона Гука берем с учетом (6) в виде [13, 33,
45–47]:

𝜎11 = 𝐸𝑒11 = 𝐸
𝜕𝑢1
𝜕𝑥

= 𝐸

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝑧

𝜕𝛼1

𝜕𝑥
− 𝑦

𝜕𝛼2

𝜕𝑥

)︂
;

𝜎12 = 𝐺𝑒12 = 𝐺

(︂
𝜕𝑢1
𝜕𝑦

+
𝜕𝑢2
𝜕𝑥

)︂
= 𝐺

(︂
−𝛼2 +

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝑧

𝜕𝜃

𝜕𝑥

)︂
;

𝜎13 = 𝐺𝑒13 = 𝐺

(︂
𝜕𝑢1
𝜕𝑧

+
𝜕𝑢3
𝜕𝑥

)︂
= 𝐺

(︂
−𝛼1 +

𝜕𝑤

𝜕𝑥
− 𝑦

𝜕𝜃

𝜕𝑥

)︂
;

(25)

где - модуль упругости, 𝐺 - модуль сдвига.

𝑁𝑥 =

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

𝜎11𝑑𝑧𝑑𝑦 =

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

𝐸𝑒11𝑑𝑧𝑑𝑦 =

= 𝐸

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

𝜕𝑢1
𝜕𝑥

𝑑𝑧𝑑𝑦 = 𝐸

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

𝜕

𝜕𝑥
(𝑢− 𝑧𝛼1 − 𝑦𝛼2) 𝑑𝑧𝑑𝑦 =

= 𝐸

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝑧

𝜕𝛼1

𝜕𝑥
− 𝑦

𝜕𝛼2

𝜕𝑥

)︂
𝑑𝑧𝑑𝑦 =

= 𝐸

(︂
𝐹
𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝑆𝑦

𝜕𝛼1

𝜕𝑥
− 𝑆𝑧

𝜕𝛼2

𝜕𝑥

)︂
;

𝑁𝑥 = 𝐸𝐹
𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝐸𝑆𝑦

𝜕𝛼1

𝜕𝑥
− 𝐸𝑆𝑧

𝜕𝛼2

𝜕𝑥
;

𝑄2 =

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

𝜎12𝑑𝑧𝑑𝑦 =

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

𝐺𝑒12𝑑𝑧𝑑𝑦 =

= 𝐺

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

(︂
𝜕𝑢1
𝜕𝑦

+
𝜕𝑢2
𝜕𝑥

)︂
𝑑𝑧𝑑𝑦 =

= 𝐺

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

(︂
−𝛼2 +

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝑧

𝜕𝜃

𝜕𝑥

)︂
𝑑𝑧𝑑𝑦;

𝑄2 = −𝐺𝐹𝛼2 +𝐺𝐹
𝜕𝑣

𝜕𝑥
+𝐺𝑆𝑦

𝜕𝜃

𝜕𝑥
;

𝑄3 =

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

𝜎13𝑑𝑧𝑑𝑦 =

=

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

𝐺𝑒13𝑑𝑧𝑑𝑦 = 𝐺

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

(︂
𝜕𝑢1
𝜕𝑧

+
𝜕𝑢3
𝜕𝑥

)︂
𝑑𝑧𝑑𝑦 =

= 𝐺

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

(︂
−𝛼1 +

𝜕𝑤

𝜕𝑧
− 𝑦

𝜕𝜃

𝜕𝑧

)︂
𝑑𝑧𝑑𝑦;

𝑄3 = −𝐺𝐹𝛼1 +𝐺𝐹
𝜕𝑤

𝜕𝑥
−𝐺𝑆𝑧

𝜕𝜃

𝜕𝑥
;
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𝑀𝑦 =

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

𝜎11 · 𝑧𝑑𝑧𝑑𝑦 =

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

𝐸𝑧𝑒11𝑑𝑧𝑑𝑦 =

= 𝐸

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

𝑧
𝜕𝑢1
𝜕𝑥

𝑑𝑧𝑑𝑦 =

= 𝐸

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

(︂
𝑧
𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝑧2

𝜕𝛼1

𝜕𝑥
− 𝑦𝑧

𝜕𝛼2

𝜕𝑥

)︂
𝑑𝑧𝑑𝑦 =

= 𝐸

(︂
𝑆𝑦
𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝐼𝑦

𝜕𝛼1

𝜕𝑥
− 𝐼𝑦𝑧

𝜕𝛼2

𝜕𝑥

)︂
;

𝑀𝑦 = 𝐸𝑆𝑦
𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝐸𝐼𝑦

𝜕𝛼1

𝜕𝑥
− 𝐸𝐼𝑦𝑧

𝜕𝛼2

𝜕𝑥
;

𝑀𝑧 =

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

𝜎11 · 𝑦𝑑𝑧𝑑𝑦 =

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

𝐸𝑦𝑒11𝑑𝑧𝑑𝑦 =

= 𝐸

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

𝑦
𝜕𝑢1
𝜕𝑥

𝑑𝑧𝑑𝑦 = 𝐸

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

(︂
𝑦
𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝑦𝑧

𝜕𝛼1

𝜕𝑥
− 𝑦2

𝜕𝛼2

𝜕𝑥

)︂
𝑑𝑧𝑑𝑦 =

= 𝐸

(︂
𝑆𝑧
𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝐼𝑦𝑧

𝜕𝛼1

𝜕𝑥
− 𝐼𝑦

𝜕𝛼2

𝜕𝑥

)︂
;

𝑀𝑧 = 𝐸𝑆𝑧
𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝐸𝐼𝑦𝑧

𝜕𝛼1

𝜕𝑥
− 𝐸𝐼𝑦

𝜕𝛼2

𝜕𝑥
;

𝑀𝑥 =

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

(𝜎12𝑧 − 𝜎13𝑦)𝑑𝑧𝑑𝑦 =

=

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

[︂
𝐺𝑧

(︂
−𝛼2 +

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝑧

𝜕𝜃

𝜕𝑥

)︂
−𝐺𝑦

(︂
−𝛼1 +

𝜕𝑤

𝜕𝑥
− 𝑦

𝜕𝜃

𝜕𝑥

)︂]︂
𝑑𝑧𝑑𝑦 =

= −𝐺𝑆𝑦𝛼2 +𝐺𝑆𝑦
𝜕𝑣

𝜕𝑥
+𝐺𝐼𝑦

𝜕𝜃

𝜕𝑥
+

+𝐺𝑆𝑧𝛼1 −𝐺𝑆𝑧
𝜕𝑤

𝜕𝑥
+𝐺𝐼𝑧

𝜕𝜃

𝜕𝑥
;

𝑀𝑥 = 𝐺𝑆𝑧𝛼1 −𝐺𝑆𝑦𝛼2 +𝐺𝑆𝑦
𝜕𝑣

𝜕𝑥
−𝐺𝑆𝑧

𝜕𝑤

𝜕𝑥
+𝐺𝐼𝜌

𝜕𝜃

𝜕𝑥
;

𝑀11

(︀
𝜎11𝑧

2
)︀

=

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

(︀
𝜎11𝑧

2
)︀
𝑑𝑧𝑑𝑦 =

=

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

[︂
𝐸
𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝐸𝑧

𝜕𝛼1

𝜕𝑥
− 𝐸𝑦

𝜕𝛼2

𝜕𝑥

]︂
𝑧2𝑑𝑧𝑑𝑦 =

=

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

[︂
𝐸𝑧2

𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝐸𝑧3

𝜕𝛼1

𝜕𝑥
− 𝐸𝑦𝑧2

𝜕𝛼2

𝜕𝑥

]︂
𝑑𝑧𝑑𝑦 =

= 𝐸𝐼𝑦
𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝐸𝐼

(︀
𝑧3
)︀ 𝜕𝛼1

𝜕𝑥
− 𝐸𝐼

(︀
𝑦𝑧2
)︀ 𝜕𝛼2

𝜕𝑥
;

𝑀11

(︀
𝜎11𝑦

2
)︀

=

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

(︀
𝜎11𝑦

2
)︀
𝑑𝑧𝑑𝑦 =

=

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

[︂
𝐸
𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝐸𝑧

𝜕𝛼1

𝜕𝑥
− 𝐸𝑦

𝜕𝛼2

𝜕𝑥

]︂
𝑦2𝑑𝑧𝑑𝑦 =
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=

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

[︂
𝐸𝑦2

𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝐸𝑧𝑦2

𝜕𝛼1

𝜕𝑥
− 𝐸𝑦3

𝜕𝛼2

𝜕𝑥

]︂
𝑑𝑧𝑑𝑦 =

= 𝐸𝐼𝑧
𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝐸𝐼

(︀
𝑧𝑦2
)︀ 𝜕𝛼1

𝜕𝑥
− 𝐸𝐼

(︀
𝑦3
)︀ 𝜕𝛼2

𝜕𝑥
;

𝑀11 (𝜎11𝑦𝑧) =

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

(𝜎11𝑦𝑧) 𝑑𝑧𝑑𝑦 =

=

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

[︂
𝐸
𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝐸𝑧

𝜕𝛼1

𝜕𝑥
− 𝐸𝑦

𝜕𝛼2

𝜕𝑥

]︂
𝑑𝑧𝑑𝑦 =

=

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

[︂
𝐸𝑦𝑧

𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝐸𝑦𝑧2

𝜕𝛼1

𝜕𝑥
− 𝐸𝑦2𝑧

𝜕𝛼2

𝜕𝑥

]︂
𝑑𝑧𝑑𝑦 =

= 𝐸𝐼𝑦𝑧
𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝐸𝐼

(︀
𝑦𝑧2
)︀ 𝜕𝛼1

𝜕𝑥
− 𝐸𝐼

(︀
𝑦2𝑧
)︀ 𝜕𝛼2

𝜕𝑥
;

𝑀12(𝜎12𝑦) =

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

(𝜎12𝑦) 𝑑𝑧𝑑𝑦 =

=

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

(︂
−𝐺𝛼2 +𝐺

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+𝐺𝑧

𝜕𝜃

𝜕𝑥

)︂
𝑦𝑑𝑧𝑑𝑦 =

=

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

(︂
−𝐺𝑦𝛼2 +𝐺𝑦

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+𝐺𝑧𝑦

𝜕𝜃

𝜕𝑥

)︂
𝑑𝑧𝑑𝑦 =

= −𝐺𝑆𝑧𝛼2 +𝐺𝑆𝑧
𝜕𝑣

𝜕𝑥
+𝐺𝐼𝑦𝑧

𝜕𝜃

𝜕𝑥
;

𝑀12(𝜎12𝑧) =

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

(𝜎12𝑧) 𝑑𝑧𝑑𝑦 =

=

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

(︂
−𝐺𝛼2 +𝐺

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+𝐺𝑧

𝜕𝜃

𝜕𝑥

)︂
𝑧𝑑𝑧𝑑𝑦 =

=

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

(︂
−𝐺𝑧𝛼2 +𝐺𝑧

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+𝐺𝑧2

𝜕𝜃

𝜕𝑥

)︂
𝑑𝑧𝑑𝑦 =

= −𝐺𝑆𝑦𝛼2 +𝐺𝑆𝑦
𝜕𝑣

𝜕𝑥
+𝐺𝐼𝑦

𝜕𝜃

𝜕𝑥
;

𝑀12(𝜎12𝑦
2) =

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

(︀
𝜎12𝑦

2
)︀
𝑑𝑧𝑑𝑦 =

=

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

(︂
−𝐺𝛼2 +𝐺

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+𝐺𝑧

𝜕𝜃

𝜕𝑥

)︂
𝑦2𝑑𝑧𝑑𝑦 =

=

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

(︂
−𝐺𝑦2𝛼2 +𝐺𝑦2

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+𝐺𝑧𝑦2

𝜕𝜃

𝜕𝑥

)︂
𝑑𝑧𝑑𝑦 =

= −𝐺𝐼𝑧𝛼2 +𝐺𝐼𝑧
𝜕𝑣

𝜕𝑥
+𝐺𝐼

(︀
𝑧𝑦2
)︀ 𝜕𝜃
𝜕𝑥

;

𝑀12(𝜎12𝑧
2) =

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

(︀
𝜎12𝑧

2
)︀
𝑑𝑧𝑑𝑦 =
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=

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

(︂
−𝐺𝛼2 +𝐺

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+𝐺𝑧

𝜕𝜃

𝜕𝑥

)︂
𝑧2𝑑𝑧𝑑𝑦 =

=

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

(︂
−𝐺𝑧2𝛼2 +𝐺𝑧2

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+𝐺𝑧3

𝜕𝜃

𝜕𝑥

)︂
𝑑𝑧𝑑𝑦 =

= −𝐺𝐼𝑦𝛼2 +𝐺𝐼𝑦
𝜕𝑣

𝜕𝑥
+𝐺𝐼

(︀
𝑧3
)︀ 𝜕𝜃
𝜕𝑥

;

𝑀12(𝜎12𝑦𝑧) =

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

(𝜎12𝑦𝑧) 𝑑𝑧𝑑𝑦 =

=

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

(︂
−𝐺𝛼2 +𝐺

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+𝐺𝑧

𝜕𝜃

𝜕𝑥

)︂
𝑦𝑧𝑑𝑧𝑑𝑦 =

=

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

(︂
−𝐺𝑦𝑧𝛼2 +𝐺𝑦𝑧

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+𝐺𝑦𝑧2

𝜕𝜃

𝜕𝑥

)︂
𝑑𝑧𝑑𝑦 =

= −𝐺𝐼𝑦𝑧𝛼2 +𝐺𝐼𝑦𝑧
𝜕𝑣

𝜕𝑥
+𝐺𝐼

(︀
𝑦𝑧2
)︀ 𝜕𝜃
𝜕𝑥

;

𝑀13(𝜎13𝑦) =

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

(𝜎13𝑦) 𝑑𝑧𝑑𝑦 =

=

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

(︂
−𝐺𝛼1 +𝐺

𝜕𝑤

𝜕𝑥
−𝐺𝑦

𝜕𝜃

𝜕𝑥

)︂
𝑦𝑑𝑧𝑑𝑦 =

=

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

(︂
−𝐺𝑦𝛼1 +𝐺𝑦

𝜕𝑤

𝜕𝑥
−𝐺𝑦2

𝜕𝜃

𝜕𝑥

)︂
𝑑𝑧𝑑𝑦 =

= −𝐺𝑆𝑧𝛼1 +𝐺𝑆𝑧
𝜕𝑤

𝜕𝑥
−𝐺𝐼𝑧

𝜕𝜃

𝜕𝑥
;

𝑀13(𝜎13𝑧) =

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

(𝜎13𝑧) 𝑑𝑧𝑑𝑦 =

=

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

(︂
−𝐺𝛼1 +𝐺

𝜕𝑤

𝜕𝑥
−𝐺𝑦

𝜕𝜃

𝜕𝑥

)︂
𝑧𝑑𝑧𝑑𝑦 =

=

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

(︂
−𝐺𝑧𝛼1 +𝐺𝑧

𝜕𝑤

𝜕𝑥
−𝐺𝑦𝑧

𝜕𝜃

𝜕𝑥

)︂
𝑑𝑧𝑑𝑦 =

= −𝐺𝑆𝑦𝛼1 +𝐺𝑆𝑦
𝜕𝑤

𝜕𝑥
−𝐺𝐼𝑦𝑧

𝜕𝜃

𝜕𝑥
;

𝑀13(𝜎13𝑧
2) =

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

(︀
𝜎13𝑧

2
)︀
𝑑𝑧𝑑𝑦 =

=

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

(︂
−𝐺𝛼1 +𝐺

𝜕𝑤

𝜕𝑥
−𝐺𝑦

𝜕𝜃

𝜕𝑥

)︂
𝑧2𝑑𝑧𝑑𝑦 =

=

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

(︂
−𝐺𝑧2𝛼1 +𝐺𝑧2

𝜕𝑤

𝜕𝑥
−𝐺𝑦𝑧2

𝜕𝜃

𝜕𝑥

)︂
𝑑𝑧𝑑𝑦 =

= −𝐺𝐼𝑦𝛼1 +𝐺𝐼𝑦
𝜕𝑤

𝜕𝑥
−𝐺𝐼

(︀
𝑦𝑧2
)︀ 𝜕𝜃
𝜕𝑥

;
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𝑀13(𝜎13𝑦
2) =

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

(︀
𝜎13𝑦

2
)︀
𝑑𝑧𝑑𝑦 =

=

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

(︂
−𝐺𝛼1 +𝐺

𝜕𝑤

𝜕𝑥
−𝐺𝑦

𝜕𝜃

𝜕𝑥

)︂
𝑦2𝑑𝑧𝑑𝑦 =

=

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

(︂
−𝐺𝑦2𝛼1 +𝐺𝑦2

𝜕𝑤

𝜕𝑥
−𝐺𝑦3

𝜕𝜃

𝜕𝑥

)︂
𝑑𝑧𝑑𝑦 =

= −𝐺𝐼𝑧𝛼1 +𝐺𝐼𝑧
𝜕𝑤

𝜕𝑥
−𝐺𝐼

(︀
𝑦3
)︀ 𝜕𝜃
𝜕𝑥

;

𝑀13(𝜎13𝑦𝑧) =

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

(𝜎13𝑦𝑧) 𝑑𝑧𝑑𝑦 =

=

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

(︂
−𝐺𝛼1 +𝐺

𝜕𝑤

𝜕𝑥
−𝐺𝑦

𝜕𝜃

𝜕𝑥

)︂
𝑦𝑧𝑑𝑧𝑑𝑦 =

=

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

(︂
−𝐺𝑦𝑧𝛼1 +𝐺𝑦𝑧

𝜕𝑤

𝜕𝑥
−𝐺𝑦2𝑧

𝜕𝜃

𝜕𝑥

)︂
𝑑𝑧𝑑𝑦 =

= −𝐺𝐼𝑦𝑧𝛼1 +𝐺𝐼𝑦𝑧
𝜕𝑤

𝜕𝑥
−𝐺𝐼

(︀
𝑦2𝑧
)︀ 𝜕𝜃
𝜕𝑥

;

(26)

𝐼
(︀
𝑦2𝑧
)︀

=

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

(︀
𝑦2𝑧
)︀
𝑑𝑧𝑑𝑦; 𝐼

(︀
𝑦𝑧2
)︀

=

=

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

(︀
𝑦𝑧2
)︀
𝑑𝑧𝑑𝑦; 𝐼

(︀
𝑦3
)︀

=

=

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

(︀
𝑦3
)︀
𝑑𝑧𝑑𝑦; 𝐼

(︀
𝑧3
)︀

=

∫︁
𝑦

∫︁
𝑧

(︀
𝑧3
)︀
𝑑𝑧𝑑𝑦;

Теперь определяем нелинейной части уравнений (23):

𝑅1 =

(︂
𝐸𝐹

𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝐸𝑆𝑦

𝜕𝛼1

𝜕𝑥
− 𝐸𝑆𝑧

𝜕𝛼2

𝜕𝑥

)︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥
−

−
(︂
𝐸𝑆𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝐸𝐼𝑦

𝜕𝛼1

𝜕𝑥
− 𝐸𝐼𝑦𝑧

𝜕𝛼2

𝜕𝑥

)︂
𝜕𝛼1

𝜕𝑥
−

−
(︂
𝐸𝑆𝑧

𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝐸𝐼𝑦𝑧

𝜕𝛼1

𝜕𝑥
− 𝐸𝐼𝑦

𝜕𝛼2

𝜕𝑥

)︂
𝜕𝛼2

𝜕𝑥
;

𝜕𝑅1

𝜕𝑥
=

(︂
𝐸𝐹

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
− 𝐸𝑆𝑦

𝜕2𝛼1

𝜕𝑥2
− 𝐸𝑆𝑧

𝜕2𝛼2

𝜕𝑥2

)︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

+

(︂
𝐸𝐹

𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝐸𝑆𝑦

𝜕𝛼1

𝜕𝑥
− 𝐸𝑆𝑧

𝜕𝛼2

𝜕𝑥

)︂
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
−

−
(︂
𝐸𝑆𝑦

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
− 𝐸𝐼𝑦

𝜕2𝛼1

𝜕𝑥2
− 𝐸𝐼𝑦𝑧

𝜕2𝛼2

𝜕𝑥2

)︂
𝜕𝛼1

𝜕𝑥
−

−
(︂
𝐸𝑆𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝐸𝐼𝑦

𝜕𝛼1

𝜕𝑥
− 𝐸𝐼𝑦𝑧

𝜕𝛼2

𝜕𝑥

)︂
𝜕2𝛼1

𝜕𝑥2
−

−
(︂
𝐸𝑆𝑧

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
− 𝐸𝐼𝑦𝑧

𝜕2𝛼1

𝜕𝑥2
− 𝐸𝐼𝑦

𝜕2𝛼2

𝜕𝑥2

)︂
𝜕𝛼2

𝜕𝑥
−
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−
(︂
𝐸𝑆𝑧

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
− 𝐸𝐼𝑦𝑧

𝜕2𝛼1

𝜕𝑥2
− 𝐸𝐼𝑦

𝜕2𝛼2

𝜕𝑥2

)︂
𝜕2𝛼2

𝜕𝑥2
;

𝑅2 =

(︂
𝐸𝐹

𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝐸𝑆𝑦

𝜕𝛼1

𝜕𝑥
− 𝐸𝑆𝑧

𝜕𝛼2

𝜕𝑥

)︂
𝜕𝑣

𝜕𝑥
+

+

(︂
𝐸𝑆𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝐸𝐼𝑦

𝜕𝛼1

𝜕𝑥
− 𝐸𝐼𝑦𝑧

𝜕𝛼2

𝜕𝑥

)︂
𝜕𝜃

𝜕𝑥
+

+

(︂
−𝐺𝐹𝛼1 +𝐺𝐹

𝜕𝑤

𝜕𝑥
−𝐺𝑆𝑧

𝜕𝜃

𝜕𝑥

)︂
𝜃;

𝜕𝑅2

𝜕𝑥
=

(︂
𝐸𝐹

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
− 𝐸𝑆𝑦

𝜕2𝛼1

𝜕𝑥2
− 𝐸𝑆𝑧

𝜕2𝛼2

𝜕𝑥2

)︂
𝜕𝑣

𝜕𝑥
+

+

(︂
𝐸𝐹

𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝐸𝑆𝑦

𝜕𝛼1

𝜕𝑥
− 𝐸𝑆𝑧

𝜕𝛼2

𝜕𝑥

)︂
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
+

+

(︂
𝐸𝑆𝑦

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
− 𝐸𝐼𝑦

𝜕2𝛼1

𝜕𝑥2
− 𝐸𝐼𝑦𝑧

𝜕2𝛼2

𝜕𝑥2

)︂
𝜕𝜃

𝜕𝑥
+

+

(︂
𝐸𝑆𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝐸𝐼𝑦

𝜕𝛼1

𝜕𝑥
− 𝐸𝐼𝑦𝑧

𝜕𝛼2

𝜕𝑥

)︂
𝜕2𝜃

𝜕𝑥2
+

+

(︂
−𝐺𝐹 𝜕𝛼1

𝜕𝑥
+𝐺𝐹

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
−𝐺𝑆𝑧

𝜕2𝜃

𝜕𝑥2

)︂
𝜃+

+

(︂
−𝐺𝐹𝛼1 +𝐺𝐹

𝜕𝑤

𝜕𝑥
−𝐺𝑆𝑧

𝜕𝜃

𝜕𝑥

)︂
𝜕𝜃

𝜕𝑥
;

𝑅3 =

(︂
𝐸𝐹

𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝐸𝑆𝑦

𝜕𝛼1

𝜕𝑥
− 𝐸𝑆𝑧

𝜕𝛼2

𝜕𝑥

)︂
𝜕𝑤

𝜕𝑥
−

−
(︂
𝐸𝑆𝑧

𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝐸𝐼𝑦𝑧

𝜕𝛼1

𝜕𝑥
− 𝐸𝐼𝑦

𝜕𝛼2

𝜕𝑥

)︂
𝜕𝜃

𝜕𝑥
−

−
(︂
−𝐺𝐹𝛼2 +𝐺𝐹

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+𝐺𝑆𝑦

𝜕𝜃

𝜕𝑥

)︂
𝜃;

𝜕𝑅3

𝜕𝑥
=

(︂
𝐸𝐹

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
− 𝐸𝑆𝑦

𝜕2𝛼1

𝜕𝑥2
− 𝐸𝑆𝑧

𝜕2𝛼2

𝜕𝑥2

)︂
𝜕𝑤

𝜕𝑥
−

−
(︂
𝐸𝐹

𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝐸𝑆𝑦

𝜕𝛼1

𝜕𝑥
− 𝐸𝑆𝑧

𝜕𝛼2

𝜕𝑥

)︂
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
−

−
(︂
𝐸𝑆𝑧

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
− 𝐸𝐼𝑦𝑧

𝜕2𝛼1

𝜕𝑥2
− 𝐸𝐼𝑦

𝜕2𝛼2

𝜕𝑥2

)︂
𝜕𝜃

𝜕𝑥
−

−
(︂
𝐸𝑆𝑧

𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝐸𝐼𝑦𝑧

𝜕𝛼1

𝜕𝑥
− 𝐸𝐼𝑦

𝜕𝛼2

𝜕𝑥

)︂
𝜕2𝜃

𝜕𝑥2
−

−
(︂
−𝐺𝐹 𝜕𝛼2

𝜕𝑥
+𝐺𝐹

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
+𝐺𝑆𝑦

𝜕2𝜃

𝜕𝑥2

)︂
𝜃−

−
(︂
−𝐺𝐹𝛼2 +𝐺𝐹

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+𝐺𝑆𝑦

𝜕𝜃

𝜕𝑥

)︂
𝜕𝜃

𝜕𝑥
;

𝑅4 = −
(︂
𝑀𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑥
−𝑀11

(︀
𝜎11𝑧

2
)︀ 𝜕𝛼1

𝜕𝑥
−

−𝑀11 (𝜎11𝑧𝑦)
𝜕𝛼2

𝜕𝑥
−𝑀12 (𝑧𝜎12)𝛼2 −𝑀13 (𝑧𝜎13)𝛼1

)︂
;

𝜕𝑅4

𝜕𝑥
= −

(︂
𝐸𝑆𝑦

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
− 𝐸𝐼𝑦

𝜕2𝛼1

𝜕𝑥2
− 𝐸𝐼𝑦𝑧

𝜕2𝛼2

𝜕𝑥2

)︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥
−
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−
(︂
𝐸𝑆𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝐸𝐼𝑦

𝜕𝛼1

𝜕𝑥
− 𝐸𝐼𝑦𝑧

𝜕𝛼2

𝜕𝑥

)︂
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
−

+
𝜕

𝜕𝑥

(︀
𝑀11

(︀
𝜎11𝑧

2
)︀)︀ 𝜕𝛼1

𝜕𝑥
+𝑀11

(︀
𝜎11𝑧

2
)︀ 𝜕2𝛼1

𝜕𝑥2
+

+
𝜕

𝜕𝑥
(𝑀11 (𝜎11𝑧𝑦))

𝜕𝛼2

𝜕𝑥
+𝑀11 (𝜎11𝑧𝑦)

𝜕2𝛼2

𝜕𝑥2
+

+
𝜕

𝜕𝑥
𝑀12 (𝑧𝜎12)𝛼2 +𝑀12 (𝑧𝜎12)

𝜕𝛼2

𝜕𝑥
+

+
𝜕

𝜕𝑥
(𝑀13 (𝑧𝜎13))𝛼1 +𝑀13 (𝑧𝜎13)

𝜕𝛼1

𝜕𝑥
;

𝑅5 = −
(︂
𝑀𝑧

𝜕𝑢

𝜕𝑥
−𝑀11 (𝜎11𝑦𝑧)

𝜕𝛼1

𝜕𝑥
−

−𝑀11

(︀
𝜎11𝑦

2
)︀ 𝜕𝛼2

𝜕𝑥
−𝑀12 (𝜎12𝑦)𝛼2 −𝑀13 (𝜎13𝑦)𝛼1

)︂
;

𝜕𝑅5

𝜕𝑥
= −

(︂
𝐸𝑆𝑧

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
− 𝐸𝐼𝑦𝑧

𝜕2𝛼1

𝜕𝑥2
− 𝐸𝐼𝑦

𝜕2𝛼2

𝜕𝑥2

)︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥
−

−
(︂
𝐸𝑆𝑧

𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝐸𝐼𝑦𝑧

𝜕𝛼1

𝜕𝑥
− 𝐸𝐼𝑦

𝜕𝛼2

𝜕𝑥

)︂
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+

+
𝜕

𝜕𝑥
(𝑀11 (𝜎11𝑦𝑧))

𝜕𝛼1

𝜕𝑥
+𝑀11 (𝜎11𝑦𝑧)

𝜕2𝛼1

𝜕𝑥2
+

+
𝜕

𝜕𝑥

(︀
𝑀11

(︀
𝜎11𝑦

2
)︀)︀ 𝜕𝛼2

𝜕𝑥
+𝑀11

(︀
𝜎11𝑦

2
)︀ 𝜕2𝛼2

𝜕𝑥2
+

+
𝜕

𝜕𝑥
(𝑀12 (𝜎12𝑦))𝛼2 +𝑀12 (𝜎12𝑦)

𝜕𝛼2

𝜕𝑥
+

+
𝜕

𝜕𝑥
(𝑀13 (𝜎13𝑦))𝛼1 +𝑀13 (𝜎13𝑦)

𝜕𝛼1

𝜕𝑥
;

𝑅6 = 𝑀𝑦
𝜕𝑣

𝜕𝑥
−𝑀𝑧

𝜕𝑤

𝜕𝑥
+𝑀12 (𝜎12𝑧)−

−𝑀13 (𝜎13𝑦) +𝑀12 (𝜎12𝑦) 𝜃 +𝑀13 (𝜎13𝑧) 𝜃+

+𝑀11

(︀
𝜎11𝑧

2
)︀ 𝜕𝜃
𝜕𝑥

+𝑀11

(︀
𝜎11𝑦

2
)︀ 𝜕𝜃
𝜕𝑥

;

𝜕𝑅6

𝜕𝑥
= 𝑀𝑦

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
−𝑀𝑧

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+𝑀11

(︀
𝜎11𝑧

2
)︀ 𝜕2𝜃
𝜕𝑥2

+

+𝑀11

(︀
𝜎11𝑦

2
)︀ 𝜕2𝜃
𝜕𝑥2

+
𝜕𝑀𝑦

𝜕𝑥

𝜕𝑣

𝜕𝑥
− 𝜕𝑀𝑧

𝜕𝑥

𝜕𝑤

𝜕𝑥
+

+
𝜕

𝜕𝑥
(𝑀12 (𝜎12𝑧)) − 𝜕

𝜕𝑥
(𝑀13 (𝜎13𝑦)) +

+
𝜕

𝜕𝑥
(𝑀12 (𝜎12𝑦)) 𝜃 +

𝜕

𝜕𝑥
(𝑀13 (𝜎13𝑧)) 𝜃+

+ (𝑀12 (𝜎12𝑦))
𝜕𝜃

𝜕𝑥
+𝑀13 (𝜎13𝑧)

𝜕𝜃

𝜕𝑥
+

+
𝜕

𝜕𝑥

(︀
𝑀11

(︀
𝜎11𝑧

2
)︀)︀ 𝜕𝜃
𝜕𝑥

+
𝜕

𝜕𝑥

(︀
𝑀11

(︀
𝜎11𝑦

2
)︀)︀ 𝜕𝜃
𝜕𝑥
.

(27)
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В формулах (23) и (27) вставляя значении

𝑁𝑥, 𝑄2, 𝑄3,𝑀𝑦,𝑀𝑧,𝑀𝑥,

𝑅1, 𝑅2, 𝑅3, 𝑅4, 𝑅5, 𝑅6,

𝜕𝑁𝑥

𝜕𝑥
,
𝜕𝑄2

𝜕𝑥
,
𝜕𝑄3

𝜕𝑥
,
𝜕𝑀𝑦

𝜕𝑥
,
𝜕𝑀𝑧

𝜕𝑥
,
𝜕𝑀𝑥

𝜕𝑥
,

𝜕𝑅1

𝜕𝑥
,
𝜕𝑅2

𝜕𝑥
,
𝜕𝑅3

𝜕𝑥
,

𝜕𝑅4

𝜕𝑥
,
𝜕𝑅5

𝜕𝑥
,
𝜕𝑅6

𝜕𝑥

(28)

имеем:

−𝜌𝐹 𝜕
2𝑢

𝜕𝑡2
+ 𝜌𝑆𝑦

𝜕2𝛼1

𝜕𝑡2
+ 𝜌𝑆𝑧

𝜕2𝛼2

𝜕𝑡2
+

+𝐸𝐹
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
− 𝐸𝑆𝑦

𝜕2𝛼1

𝜕𝑥2
− 𝐸𝑆𝑧

𝜕2𝛼2

𝜕𝑥2
+

+

(︂
𝐸𝐹

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
− 𝐸𝑆𝑦

𝜕2𝛼1

𝜕𝑥2
− 𝐸𝑆𝑧

𝜕2𝛼2

𝜕𝑥2

)︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

+

(︂
𝐸𝐹

𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝐸𝑆𝑦

𝜕𝛼1

𝜕𝑥
− 𝐸𝑆𝑧

𝜕𝛼2

𝜕𝑥

)︂
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
−

−
(︂
𝐸𝑆𝑦

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
− 𝐸𝐼𝑦

𝜕2𝛼1

𝜕𝑥2
− 𝐸𝐼𝑦𝑧

𝜕2𝛼2

𝜕𝑥2

)︂
𝜕𝛼1

𝜕𝑥
−

−
(︂
𝐸𝑆𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝐸𝐼𝑦

𝜕𝛼1

𝜕𝑥
− 𝐸𝐼𝑦𝑧

𝜕𝛼2

𝜕𝑥

)︂
𝜕2𝛼1

𝜕𝑥2
−

−
(︂
𝐸𝑆𝑧

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
− 𝐸𝐼𝑦𝑧

𝜕2𝛼1

𝜕𝑥2
− 𝐸𝐼𝑦

𝜕2𝛼2

𝜕𝑥2

)︂
𝜕𝛼2

𝜕𝑥
−

−
(︂
𝐸𝑆𝑧

𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝐸𝐼𝑦𝑧

𝜕𝛼1

𝜕𝑥
− 𝐸𝐼𝑦

𝜕𝛼2

𝜕𝑥

)︂
𝜕2𝛼2

𝜕𝑥2
+
(︀
𝐹1 + 𝑞1

)︀
= 0;

−𝜌𝐹 𝜕
2𝑣

𝜕𝑡2
− 𝜌𝑆𝑦

𝜕2𝜃

𝜕𝑡2
−𝐺𝐹

𝜕𝛼2

𝜕𝑥
+𝐺𝐹

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
+𝐺𝑆𝑦

𝜕2𝜃

𝜕𝑥2
+

+

(︂
𝐸𝐹

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
− 𝐸𝑆𝑦

𝜕2𝛼1

𝜕𝑥2
− 𝐸𝑆𝑧

𝜕2𝛼2

𝜕𝑥2

)︂
𝜕𝑣

𝜕𝑥
+

+

(︂
𝐸𝐹

𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝐸𝑆𝑦

𝜕𝛼1

𝜕𝑥
− 𝐸𝑆𝑧

𝜕𝛼2

𝜕𝑥

)︂
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
+

+

(︂
𝐸𝑆𝑦

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
− 𝐸𝐼𝑦

𝜕2𝛼1

𝜕𝑥2
− 𝐸𝐼𝑦𝑧

𝜕2𝛼2

𝜕𝑥2

)︂
𝜕𝜃

𝜕𝑥
+

+

(︂
𝐸𝑆𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝐸𝐼𝑦

𝜕𝛼1

𝜕𝑥
− 𝐸𝐼𝑦𝑧

𝜕𝛼2

𝜕𝑥

)︂
𝜕2𝜃

𝜕𝑥2
+

+

(︂
−𝐺𝐹 𝜕𝛼1

𝜕𝑥
+𝐺𝐹

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
−𝐺𝑆𝑧

𝜕2𝜃

𝜕𝑥2

)︂
𝜃+

+

(︂
−𝐺𝐹𝛼1 +𝐺𝐹

𝜕𝑤

𝜕𝑥
−𝐺𝑆𝑧

𝜕𝜃

𝜕𝑥

)︂
𝜕𝜃

𝜕𝑥
+
(︀
𝐹2 + 𝑞2

)︀
= 0;



Вывод дифференциальных уравнений колебания стержней . . . 93

−𝜌𝐹 𝜕
2𝑤

𝜕𝑡2
+ 𝜌𝑆𝑧

𝜕2𝜃

𝜕𝑡2
−𝐺𝐹

𝜕𝛼1

𝜕𝑥
+𝐺𝐹

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
−𝐺𝑆𝑧

𝜕2𝜃

𝜕𝑥2
+

𝜌𝑆𝑧
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
− 𝜌𝐼𝑦𝑧

𝜕2𝛼1

𝜕𝑡2
− 𝜌𝐼𝑧

𝜕2𝛼2

𝜕𝑡2
+

+𝐸𝑆𝑧
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
− 𝐸𝐼𝑦𝑧

𝜕2𝛼1

𝜕𝑥2
− 𝐸𝐼𝑦

𝜕2𝛼2

𝜕𝑥2
−

−
(︂
𝐸𝑆𝑧

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
− 𝐸𝐼𝑦𝑧

𝜕2𝛼1

𝜕𝑥2
− 𝐸𝐼𝑦

𝜕2𝛼2

𝜕𝑥2

)︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥
−

+

(︂
𝐸𝐹

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
− 𝐸𝑆𝑦

𝜕2𝛼1

𝜕𝑥2
− 𝐸𝑆𝑧

𝜕2𝛼2

𝜕𝑥2

)︂
𝜕𝑤

𝜕𝑥
−

−
(︂
𝐸𝐹

𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝐸𝑆𝑦

𝜕𝛼1

𝜕𝑥
− 𝐸𝑆𝑧

𝜕𝛼2

𝜕𝑥

)︂
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
−

−
(︂
𝐸𝑆𝑧

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
− 𝐸𝐼𝑦𝑧

𝜕2𝛼1

𝜕𝑥2
− 𝐸𝐼𝑦

𝜕2𝛼2

𝜕𝑥2

)︂
𝜕𝜃

𝜕𝑥
−

−
(︂
𝐸𝑆𝑧

𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝐸𝐼𝑦𝑧

𝜕𝛼1

𝜕𝑥
− 𝐸𝐼𝑦

𝜕𝛼2

𝜕𝑥

)︂
𝜕2𝜃

𝜕𝑥2
−

−
(︂
−𝐺𝐹 𝜕𝛼2

𝜕𝑥
+𝐺𝐹

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
+𝐺𝑆𝑦

𝜕2𝜃

𝜕𝑥2

)︂
𝜃−

−
(︂
−𝐺𝐹𝛼2 +𝐺𝐹

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+𝐺𝑆𝑦

𝜕𝜃

𝜕𝑥

)︂
𝜕𝜃

𝜕𝑥
+
(︀
𝐹3 + 𝑞3

)︀
= 0;

𝜌𝑆𝑦
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
− 𝜌𝐼𝑦

𝜕2𝛼1

𝜕𝑡2
− 𝜌𝐼𝑦𝑧

𝜕2𝛼2

𝜕𝑡2
+

+𝐸𝑆𝑦
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
− 𝐸𝐼𝑦

𝜕2𝛼1

𝜕𝑥2
− 𝐸𝐼𝑦𝑧

𝜕2𝛼2

𝜕𝑥2
−

−
(︂
𝐸𝑆𝑦

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
− 𝐸𝐼𝑦

𝜕2𝛼1

𝜕𝑥2
− 𝐸𝐼𝑦𝑧

𝜕2𝛼2

𝜕𝑥2

)︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥
−

−
(︂
𝐸𝑆𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝐸𝐼𝑦

𝜕𝛼1

𝜕𝑥
− 𝐸𝐼𝑦𝑧

𝜕𝛼2

𝜕𝑥

)︂
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
−

−
[︂
𝐸𝐼𝑦

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
− 𝐸𝐼

(︀
𝑧3
)︀ 𝜕2𝛼1

𝜕𝑥2
− 𝐸𝐼

(︀
𝑧2𝑦
)︀ 𝜕2𝛼2

𝜕𝑥2

]︂
𝜕𝛼1

𝜕𝑥
−

−
[︂
𝐸𝐼𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝐸𝐼

(︀
𝑧3
)︀ 𝜕𝛼1

𝜕𝑥
− 𝐸𝐼

(︀
𝑧2𝑦
)︀ 𝜕𝛼2

𝜕𝑥

]︂
𝜕2𝛼1

𝜕𝑥2
−

−
[︂
𝐸𝐼𝑦𝑧

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
− 𝐸𝐼

(︀
𝑧2𝑦
)︀ 𝜕2𝛼1

𝜕𝑥2
− 𝐸𝐼

(︀
𝑦2𝑧
)︀ 𝜕2𝛼2

𝜕𝑥

]︂
𝜕𝛼2

𝜕𝑥
−

−
[︂
𝐸𝐼𝑦𝑧

𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝐸𝐼

(︀
𝑧2𝑦
)︀ 𝜕𝛼1

𝜕𝑥
− 𝐸𝐼

(︀
𝑦2𝑧
)︀ 𝜕𝛼2

𝜕𝑥

]︂
𝜕2𝛼2

𝜕𝑥2
−

−
[︂
−𝐺𝑆𝑦

𝜕𝛼2

𝜕𝑥
+𝐺𝑆𝑦

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
+𝐺𝐼𝑦

𝜕2𝜃

𝜕𝑥2

]︂
𝛼2−

−
[︂
−𝐺𝑆𝑦𝛼2 +𝐺𝑆𝑦

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+𝐺𝐼𝑦

𝜕𝜃

𝜕𝑥

]︂
𝜕𝛼2

𝜕𝑥
−

−
[︂
−𝐺𝑆𝑦

𝜕𝛼1

𝜕𝑥
+𝐺𝑆𝑦

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
−𝐺𝐼𝑦𝑧

𝜕2𝜃

𝜕𝑥2

]︂
𝛼1−

−
[︂
−𝐺𝑆𝑦𝛼1 +𝐺𝑆𝑦

𝜕𝑤

𝜕𝑥
−𝐺𝐼𝑦𝑧

𝜕𝜃

𝜕𝑥

]︂
𝜕𝛼1

𝜕𝑥
−
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−
(︀
𝑀𝑦

(︀
𝐹1

)︀
+𝑀𝑦 (𝑞1)

)︀
= 0; (29)

𝜌𝑆𝑧
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
− 𝜌𝐼𝑦𝑧

𝜕2𝛼1

𝜕𝑡2
− 𝜌𝐼𝑧

𝜕2𝛼2

𝜕𝑡2
+

+𝐸𝑆𝑧
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
− 𝐸𝐼𝑦𝑧

𝜕2𝛼1

𝜕𝑥2
− 𝐸𝐼𝑦

𝜕2𝛼2

𝜕𝑥2
−

−
(︂
𝐸𝑆𝑧

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
− 𝐸𝐼𝑦𝑧

𝜕2𝛼1

𝜕𝑥2
− 𝐸𝐼𝑦

𝜕2𝛼2

𝜕𝑥2

)︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥
−

−
(︂
𝐸𝑆𝑧

𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝐸𝐼𝑦𝑧

𝜕𝛼1

𝜕𝑥
− 𝐸𝐼𝑦

𝜕𝛼2

𝜕𝑥

)︂
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+

+

[︂
𝐸𝐼𝑦𝑧

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
− 𝐸𝐼

(︀
𝑧2𝑦
)︀ 𝜕2𝛼1

𝜕𝑥2
− 𝐸𝐼

(︀
𝑦2𝑧
)︀ 𝜕2𝛼2

𝜕𝑥2

]︂
𝜕𝛼1

𝜕𝑥
+

+

[︂
𝐸𝐼𝑦𝑧

𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝐸𝐼

(︀
𝑧2𝑦
)︀ 𝜕𝛼1

𝜕𝑥
− 𝐸𝐼

(︀
𝑦2𝑧
)︀ 𝜕𝛼2

𝜕𝑥

]︂
𝜕2𝛼1

𝜕𝑥2
+

+

[︂
𝐸𝐼𝑧

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
− 𝐸𝐼

(︀
𝑦2𝑧
)︀ 𝜕2𝛼1

𝜕𝑥2
− 𝐸𝐼

(︀
𝑦3
)︀ 𝜕2𝛼2

𝜕𝑥2

]︂
𝜕𝛼2

𝜕𝑥
+

+

[︂
𝐸𝐼𝑧

𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝐸𝐼

(︀
𝑦2𝑧
)︀ 𝜕𝛼1

𝜕𝑥
− 𝐸𝐼

(︀
𝑦3
)︀ 𝜕𝛼2

𝜕𝑥

]︂
𝜕2𝛼2

𝜕𝑥2
+

+

[︂
−𝐺𝑆𝑧

𝜕𝛼2

𝜕𝑥
+𝐺𝑆𝑧

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
+𝐺𝐼𝑦𝑧

𝜕2𝜃

𝜕𝑥2

]︂
𝛼2+

+

[︂
−𝐺𝑆𝑧𝛼2 +𝐺𝑆𝑧

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+𝐺𝐼𝑦𝑧

𝜕𝜃

𝜕𝑥

]︂
𝜕𝛼2

𝜕𝑥
+

+

[︂
−𝐺𝑆𝑧

𝜕𝛼1

𝜕𝑥
+𝐺𝑆𝑧

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
−𝐺𝐼𝑧

𝜕2𝜃

𝜕𝑥2

]︂
𝛼1+

+

[︂
−𝐺𝑆𝑧𝛼1 +𝐺𝑆𝑧

𝜕𝑤

𝜕𝑥
−𝐺𝐼𝑧

𝜕𝜃

𝜕𝑥

]︂
𝜕𝛼1

𝜕𝑥
−

−
(︀
𝑀𝑧

(︀
𝐹1

)︀
+𝑀𝑧 (𝑞1)

)︀
= 0;

−𝜌𝑆𝑦
𝜕2𝑣

𝜕𝑡2
+ 𝜌𝑆𝑧

𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
− 𝜌𝐼𝜌

𝜕2𝜃

𝜕𝑡2
+𝐺𝐼𝜌

𝜕2𝜃

𝜕𝑥2
+

+𝐺𝑆𝑦
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
−𝐺𝑆𝑧

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+𝐺𝑆𝑧

𝜕𝛼1

𝜕𝑥
−𝐺𝑆𝑦

𝜕𝛼2

𝜕𝑥
+

+

[︂
𝐸𝑆𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝐸𝐼𝑦

𝜕𝛼1

𝜕𝑥
− 𝐸𝐼𝑦𝑧

𝜕𝛼1

𝜕𝑥

]︂
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
+

+

[︂
𝐸𝑆𝑦

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
− 𝐸𝐼𝑦

𝜕2𝛼1

𝜕𝑥2
− 𝐸𝐼𝑦𝑧

𝜕2𝛼2

𝜕𝑥2

]︂
𝜕𝑣

𝜕𝑥
+

+

[︂
𝐸𝑆𝑧

𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝐸𝐼𝑦𝑧

𝜕𝛼1

𝜕𝑥
+ 𝐸𝐼𝑧

𝜕𝛼1

𝜕𝑥

]︂
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+

+

[︂
𝐸𝑆𝑧

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
− 𝐸𝐼𝑦𝑧

𝜕2𝛼1

𝜕𝑥2
+ 𝐸𝐼𝑧

𝜕2𝛼2

𝜕𝑥2

]︂
𝜕𝑤

𝜕𝑥
+

+

[︂
𝐸𝐼𝜌

𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝐸𝐼

(︀
𝑧3
)︀ 𝜕𝛼1

𝜕𝑥
− 𝐸𝐼

(︀
𝑦2𝑧
)︀ 𝜕𝛼1

𝜕𝑥
−

−𝐸𝐼
(︀
𝑦𝑧2
)︀ 𝜕𝛼2

𝜕𝑥
− 𝐸𝐼

(︀
𝑦3
)︀ 𝜕𝛼2

𝜕𝑥

]︂
𝜕2𝜃

𝜕𝑥2
+
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+

[︂
𝐸𝐼𝜌

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
− 𝐸𝐼

(︀
𝑧3
)︀ 𝜕2𝛼1

𝜕𝑥2
− 𝐸𝐼

(︀
𝑦2𝑧
)︀ 𝜕2𝛼1

𝜕𝑥2
−

−𝐸𝐼
(︀
𝑦𝑧2
)︀ 𝜕2𝛼2

𝜕𝑥2
− 𝐸𝐼

(︀
𝑦3
)︀ 𝜕2𝛼2

𝜕𝑥2

]︂
𝜕𝜃

𝜕𝑥
+

+

[︂
−𝐺𝑆𝑧𝛼1 −𝐺𝑆𝑧𝛼2 +𝐺𝑆𝑧

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+𝐺𝑆𝑧

𝜕𝑤

𝜕𝑥

]︂
𝜕𝜃

𝜕𝑥
+

+

[︂
−𝐺𝑆𝑧

𝜕𝛼1

𝜕𝑥
−𝐺𝑆𝑧

𝜕𝛼2

𝜕𝑥
+𝐺𝑆𝑧

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
+𝐺𝑆𝑧

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2

]︂
𝜃+

+

[︂
−𝐺𝑆𝑦

𝜕𝛼2

𝜕𝑥
−𝐺𝑆𝑧

𝜕𝛼1

𝜕𝑥
+𝐺𝑆𝑦

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
−𝐺𝑆𝑧

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+𝐺𝐼𝜌

𝜕2𝜃

𝜕𝑥2

]︂
+

+ (𝑀𝑥 (𝐹23) +𝑀𝑥 (𝑞23)) = 0;

Граничные условия:

[︂
−𝐸𝐹 𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝐸𝑆𝑦

𝜕𝛼1

𝜕𝑥
+ 𝐸𝑆𝑧

𝜕𝛼2

𝜕𝑥
+

+

(︂
𝐸𝐹

𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝐸𝑆𝑦

𝜕𝛼1

𝜕𝑥
− 𝐸𝑆𝑧

𝜕𝛼2

𝜕𝑥

)︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥
−

−
(︂
𝐸𝑆𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝐸𝐼𝑦

𝜕𝛼1

𝜕𝑥
− 𝐸𝐼𝑦𝑧

𝜕𝛼2

𝜕𝑥

)︂
𝜕𝛼1

𝜕𝑥
−

−
(︂
𝐸𝑆𝑧

𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝐸𝐼𝑦𝑧

𝜕𝛼1

𝜕𝑥
− 𝐸𝐼𝑦

𝜕𝛼2

𝜕𝑥

)︂
𝜕𝛼2

𝜕𝑥
+ 𝜙1

]︂
𝛿𝑢

⃒⃒⃒⃒
𝑥

= 0;[︂
𝐺𝐹𝛼2 −𝐺𝐹

𝜕𝑣

𝜕𝑥
−𝐺𝑆𝑦

𝜕𝜃

𝜕𝑥
+

+

(︂
𝐸𝐹

𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝐸𝑆𝑦

𝜕𝛼1

𝜕𝑥
− 𝐸𝑆𝑧

𝜕𝛼2

𝜕𝑥

)︂
𝜕𝑣

𝜕𝑥
+

+

(︂
𝐸𝑆𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝐸𝐼𝑦

𝜕𝛼1

𝜕𝑥
− 𝐸𝐼𝑦𝑧

𝜕𝛼2

𝜕𝑥

)︂
𝜕𝜃

𝜕𝑥
+

+

(︂
−𝐺𝐹𝛼1 +𝐺𝐹

𝜕𝑤

𝜕𝑥
−𝐺𝑆𝑧

𝜕𝜃

𝜕𝑥

)︂
𝜃 + 𝜙2

]︂
𝛿𝑣

⃒⃒⃒⃒
𝑥

= 0;[︂
𝐺𝐹𝛼1 −𝐺𝐹

𝜕𝑤

𝜕𝑥
+𝐺𝑆𝑧

𝜕𝜃

𝜕𝑥
−

−
(︂
𝐸𝐹

𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝐸𝑆𝑦

𝜕𝛼1

𝜕𝑥
− 𝐸𝑆𝑧

𝜕𝛼2

𝜕𝑥

)︂
𝜕𝑤

𝜕𝑥
−

−
(︂
𝐸𝑆𝑧

𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝐸𝐼𝑦𝑧

𝜕𝛼1

𝜕𝑥
− 𝐸𝐼𝑦

𝜕𝛼2

𝜕𝑥

)︂
𝜕𝜃

𝜕𝑥
−

−
(︂
−𝐺𝐹𝛼2 +𝐺𝐹

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+𝐺𝑆𝑦

𝜕𝜃

𝜕𝑥

)︂
𝜃 + 𝜙3

]︂
𝛿𝑤

⃒⃒⃒⃒
𝑥

= 0;[︂
−𝐸𝑆𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝐸𝐼𝑦

𝜕𝛼1

𝜕𝑥
+ 𝐸𝐼𝑦𝑧

𝜕𝛼2

𝜕𝑥
−

−
(︂
𝐸𝑆𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝐸𝐼𝑦

𝜕𝛼1

𝜕𝑥
− 𝐸𝐼𝑦𝑧

𝜕𝛼2

𝜕𝑥

)︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥
−
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−
[︂
𝐸𝐼𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝐸𝐼

(︀
𝑧3
)︀ 𝜕𝛼1

𝜕𝑥
− 𝐸𝐼

(︀
𝑧2𝑦
)︀ 𝜕𝛼2

𝜕𝑥

]︂
𝜕𝛼1

𝜕𝑥
+

+

[︂
𝐸𝐼𝑦𝑧

𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝐸𝐼

(︀
𝑧2𝑦
)︀ 𝜕𝛼1

𝜕𝑥
− 𝐸𝐼

(︀
𝑦2𝑧
)︀ 𝜕𝛼2

𝜕𝑥

]︂
𝜕𝛼2

𝜕𝑥
+

+

[︂
−𝐺𝑆𝑦𝛼2 +𝐺𝑆𝑦

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+𝐺𝐼𝑦

𝜕𝜃

𝜕𝑥
𝛼2

]︂
𝛼2+

+

[︂
−𝐺𝑆𝑦𝛼1 +𝐺𝑆𝑦

𝜕𝑤

𝜕𝑥
−𝐺𝐼𝑦𝑧

𝜕𝜃

𝜕𝑥
𝛼2

]︂
𝛼1 +𝑀𝑦 (𝜙1)

]︂
𝛿𝛼1

⃒⃒⃒⃒
𝑥

= 0;[︂
𝐸𝑆𝑧

𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝐸𝐼𝑦𝑧

𝜕𝛼1

𝜕𝑥
− 𝐸𝐼𝑦

𝜕𝛼2

𝜕𝑥
−

−
[︂(︂
𝐸𝑆𝑧

𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝐸𝐼𝑦𝑧

𝜕𝛼1

𝜕𝑥
− 𝐸𝐼𝑦

𝜕𝛼2

𝜕𝑥

)︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥
−

−
(︂
𝐸𝐼𝑦𝑧

𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝐸𝐼

(︀
𝑦𝑧2
)︀ 𝜕𝛼1

𝜕𝑥
− 𝐸𝐼

(︀
𝑦2𝑧
)︀ 𝜕𝛼2

𝜕𝑥

)︂
𝜕𝛼1

𝜕𝑥
−

−
(︂
𝐸𝐼𝑧

𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝐸𝐼

(︀
𝑧𝑦2
)︀ 𝜕𝛼1

𝜕𝑥
− 𝐸𝐼

(︀
𝑦3
)︀ 𝜕𝛼2

𝜕𝑥

)︂
𝜕𝛼2

𝜕𝑥
−

−
(︂
−𝐺𝑆𝑧𝛼2 +𝐺𝑆𝑧

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+𝐺𝐼𝑦𝑧

𝜕𝜃

𝜕𝑥

)︂
𝛼1−

−
(︂
−𝐺𝑆𝑧𝛼1 +𝐺𝑆𝑧

𝜕𝑤

𝜕𝑥
−𝐺𝐼𝑧

𝜕𝜃

𝜕𝑥

)︂
𝛼2

]︂
𝛿𝜃

⃒⃒⃒⃒
𝑥

= 0;[︂
−𝐺𝑆𝑧𝛼1 +𝐺𝑆𝑦𝛼2 −𝐺𝑆𝑦

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+𝐺𝑆𝑧

𝜕𝑤

𝜕𝑥
−𝐺𝐼𝜌

𝜕𝜃

𝜕𝑥
+

+

[︂
𝐸𝑆𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝐸𝐼𝑦

𝜕𝛼1

𝜕𝑥
− 𝐸𝐼𝑦𝑧

𝜕𝛼2

𝜕𝑥

]︂
𝜕𝑣

𝜕𝑥
−

−
[︂
𝐸𝑆𝑧

𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝐸𝐼𝑦𝑧

𝜕𝛼1

𝜕𝑥
+ 𝐸𝐼𝑧

𝜕𝛼2

𝜕𝑥

]︂
𝜕𝑤

𝜕𝑥
+

+

[︂
−𝐺𝑆𝑦𝛼2 +𝐺𝑆𝑧𝛼1 +𝐺𝑆𝑦

𝜕𝑣

𝜕𝑥
−𝐺𝑆𝑧

𝜕𝑤

𝜕𝑥
+𝐺𝐼𝜌

𝜕𝜃

𝜕𝑥

]︂
+

+

[︂
−𝐺𝑆𝑦𝛼1 −𝐺𝑆𝑧𝛼2 +𝐺𝑆𝑧

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+𝐺𝑆𝑦

𝜕𝑤

𝜕𝑥

]︂
𝜃+

+

[︂
𝐸𝐼𝜌

𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝐸

(︀
𝐼
(︀
𝑧3
)︀
− 𝐸𝐼

(︀
𝑦2𝑧
)︀)︀ 𝜕𝛼1

𝜕𝑥
−

−𝐸
(︀
𝐼
(︀
𝑦𝑧2
)︀

+ 𝐼
(︀
𝑦3
)︀)︀ 𝜕𝛼2

𝜕𝑥

]︂
𝜕𝜃

𝜕𝑥
+𝑀𝑥 (𝜙 23)

]︂
𝛿𝜃

⃒⃒⃒⃒
𝑥

= 0;

(30)

В системе уравнения (29) и граничным условиям (30) вводим безразмерные па-
раметры:

𝑥 = 𝑙 · 𝑥̄; 𝑢 = 𝑎𝑢̄; 𝑣 = 𝑎𝑣; 𝑤 = 𝑎𝑤̄; 𝑡 = 𝑡0𝑡;

Потом систему уравнений (29) и граничных условий (30) будем делить на

𝐸𝐹𝑎2

𝑙2
.

Здесь принимаем
𝜌 · 𝑙2

𝐸𝑡20
= 1.
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Отсюда определяем 𝑡0.

𝑡0 = 𝑙

√︂
𝜌

𝐸
.

−𝜕
2𝑢̄

𝜕𝑡2
+
𝑆𝑦

𝐹𝑎

𝜕2𝛼1

𝜕𝑡2
+
𝑆𝑧

𝐹𝑎

𝜕2𝛼2

𝜕𝑡2
+

+
𝜕2𝑢̄

𝜕𝑥̄2
− 𝑆𝑦

𝐹𝑎

𝜕2𝛼1

𝜕𝑥̄2
− 𝑆𝑧

𝐹𝑎

𝜕2𝛼2

𝜕𝑥̄2
+

+

(︂
𝑎𝜕𝑢̄

𝑙𝜕𝑥̄
− 𝑆𝑦

𝐹𝑙

𝜕𝛼1

𝜕𝑥̄
− 𝑆𝑧

𝐹𝑙

𝜕𝛼2

𝜕𝑥̄

)︂
𝜕2𝑢̄

𝜕𝑥̄2
+

+

(︂
𝑎𝜕2𝑢̄

𝑙𝜕𝑥̄2
− 𝑆𝑦

𝐹𝑙

𝜕2𝛼1

𝜕𝑥̄2
− 𝑆𝑧

𝐹𝑙

𝜕2𝛼2

𝜕𝑥̄2

)︂
𝜕𝑢̄

𝜕𝑥̄
−

−
(︂
𝑆𝑦

𝐹𝑙

𝜕𝑢̄

𝜕𝑥̄
− 𝐼𝑦
𝐹𝑎𝑙

𝜕𝛼1

𝜕𝑥̄
− 𝐼𝑦𝑧
𝐹𝑎𝑙

𝜕𝛼2

𝜕𝑥̄

)︂
𝜕2𝛼1

𝜕𝑥̄2
−

−
(︂
𝑆𝑦

𝐹𝑙

𝜕2𝑢̄

𝜕𝑥̄2
− 𝐼𝑦
𝐹𝑎𝑙

𝜕2𝛼1

𝜕𝑥̄2
− 𝐼𝑦𝑧
𝐹𝑎𝑙

𝜕2𝛼2

𝜕𝑥̄2

)︂
𝜕𝛼1

𝜕𝑥̄
−

−
(︂
𝑆𝑧

𝐹𝑙

𝜕𝑢̄

𝜕𝑥̄
− 𝐼𝑦𝑧
𝐹𝑎𝑙

𝜕𝛼1

𝜕𝑥̄
− 𝐼𝑦
𝐹𝑎𝑙

𝜕𝛼2

𝜕𝑥̄

)︂
𝜕2𝛼2

𝜕𝑥̄2
−

−
(︂
𝑆𝑧

𝐹𝑙

𝜕2𝑢̄

𝜕𝑥̄2
− 𝐼𝑦𝑧
𝐹𝑎𝑙

𝜕2𝛼1

𝜕𝑥̄2
− 𝐼𝑦
𝐹𝑎𝑙

𝜕2𝛼2

𝜕𝑥̄2

)︂
𝜕𝛼2

𝜕𝑥̄
+

𝑙2

𝐸𝐹𝑎2
(︀
𝐹1 + 𝑞1

)︀
= 0;

−𝜕
2𝑣

𝜕𝑡2
− 𝑆𝑦

𝐹𝑎

𝜕2𝜃

𝜕𝑡2
+
𝐺

𝐸

𝜕2𝑣

𝜕𝑥̄2
+
𝐺𝑆𝑦

𝐸𝐹𝑎

𝜕2𝜃

𝜕𝑥̄2
− 𝐺

𝐸

𝑙

𝑎

𝜕𝛼2

𝜕𝑥̄
+

+

(︂
𝑎𝜕𝑢̄

𝑙𝜕𝑥̄
− 𝑆𝑦

𝐹𝑙

𝜕𝛼1

𝜕𝑥̄
− 𝑆𝑧

𝐹𝑙

𝜕𝛼2

𝜕𝑥̄

)︂
𝜕2𝑣

𝜕𝑥̄2
+

+

(︂
𝑎𝜕2𝑢̄

𝑙𝜕𝑥̄2
− 𝑆𝑦

𝐹𝑙

𝜕2𝛼1

𝜕𝑥̄2
− 𝑆𝑧

𝐹𝑙

𝜕2𝛼2

𝜕𝑥̄2

)︂
𝜕𝑣

𝜕𝑥̄
+

+

(︂
𝑆𝑦

𝐹𝑙

𝜕𝑢̄

𝜕𝑥̄
− 𝐼𝑦
𝐹𝑎𝑙

𝜕𝛼1

𝜕𝑥̄
− 𝐼𝑦𝑧
𝐹𝑎𝑙

𝜕𝛼2

𝜕𝑥̄

)︂
𝜕2𝜃

𝜕𝑥2
+

+

(︂
𝑆𝑦

𝐹𝑙

𝜕2𝑢̄

𝜕𝑥̄2
− 𝐼𝑦
𝐹𝑎𝑙

𝜕2𝛼1

𝜕𝑥̄2
− 𝐼𝑦𝑧
𝐹𝑎𝑙

𝜕2𝛼2

𝜕𝑥̄2

)︂
𝜕𝜃

𝜕𝑥̄
+

+

(︂
−𝐺𝑙

𝐸𝑎
𝛼1 +

𝐺

𝐸

𝜕𝑤̄

𝜕𝑥̄
− 𝐺𝑆𝑧𝑙

𝐸𝐹𝑎

𝜕𝜃

𝜕𝑥̄

)︂
𝜕𝜃

𝜕𝑥̄
+

+

(︂
−𝐺𝑙

𝐸𝑎

𝜕𝛼1

𝜕𝑥̄
+
𝐺

𝐸

𝜕2𝑤̄

𝜕𝑥̄2
− 𝐺𝑆𝑧

𝐸𝐹𝑎

𝜕2𝜃

𝜕𝑥̄2

)︂
𝜃 +

𝑙2

𝐸𝐹𝑎2
(︀
𝐹2 + 𝑞2

)︀
= 0;

−𝜕
2𝑤̄

𝜕𝑡2
+
𝑆𝑧

𝐹𝑎

𝜕2𝜃

𝜕𝑡2
+
𝐺

𝐸

𝜕2𝑤̄

𝜕𝑥̄2
− 𝐺𝑆𝑧

𝐸𝐹𝑎

𝜕2𝜃

𝜕𝑥̄2
− 𝐺𝑙

𝐸𝑎

𝜕𝛼1

𝜕𝑥̄
−

−
(︂
𝑎𝜕𝑢̄

𝑙𝜕𝑥̄
− 𝑆𝑦

𝐹𝑎

𝜕𝛼1

𝜕𝑥̄
− 𝑆𝑧

𝐹𝑎

𝜕𝛼2

𝜕𝑥̄

)︂
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+

+

(︂
𝑎𝜕2𝑢̄

𝑙𝜕𝑥̄2
− 𝑆𝑦

𝐹𝑎

𝜕2𝛼1

𝜕𝑥̄2
− 𝑆𝑧

𝐹𝑎

𝜕2𝛼2

𝜕𝑥̄2

)︂
𝜕𝑤̄

𝜕𝑥̄
−

−
(︂
𝑆𝑧

𝐹𝑙

𝜕𝑢̄

𝜕𝑥̄
− 𝐼𝑦𝑧
𝐹𝑎𝑙

𝜕𝛼1

𝜕𝑥̄
− 𝐼𝑦
𝐹𝑎𝑙

𝜕𝛼2

𝜕𝑥̄

)︂
𝜕2𝜃

𝜕𝑥̄2
−

−
(︂
𝑆𝑧

𝐹𝑙

𝜕2𝑢̄

𝜕𝑥̄2
− 𝐼𝑦𝑧
𝐹𝑎𝑙

𝜕2𝛼1

𝜕𝑥̄2
− 𝐼𝑦
𝐹𝑎𝑙

𝜕2𝛼2

𝜕𝑥̄2

)︂
𝜕𝜃

𝜕𝑥̄
−
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−
(︂
−𝐺𝑙

𝐸𝑎
𝛼2 +

𝐺

𝐸

𝜕𝑣

𝜕𝑥̄
+
𝐺𝑆𝑦

𝐸𝐹𝑎

𝜕𝜃

𝜕𝑥̄

)︂
𝜕𝜃

𝜕𝑥̄
−

−
(︂
−𝐺𝑙

𝐸𝑎

𝜕𝛼2

𝜕𝑥̄
+
𝐺

𝐸

𝜕2𝑣

𝜕𝑥̄2
+
𝐺𝑆𝑦

𝐸𝐹𝑎

𝜕2𝜃

𝜕𝑥̄2

)︂
𝜃 +

𝑙2

𝐸𝐹𝑎2
(︀
𝐹3 + 𝑞3

)︀
= 0;

𝑆𝑦

𝐹𝑎

𝜕2𝑢̄

𝜕𝑡2
− 𝐼𝑦
𝐹𝑎2

𝜕2𝛼1

𝜕𝑡2
− 𝐼𝑦𝑧
𝐹𝑎2

𝜕2𝛼2

𝜕𝑡2
+

+
𝑆𝑦

𝐹𝑎

𝜕2𝑢̄

𝜕𝑥̄2
− 𝐼𝑦
𝐹𝑎2

𝜕2𝛼1

𝜕𝑥̄2
− 𝐼𝑦𝑧
𝐹𝑎2

𝜕2𝛼2

𝜕𝑥̄2
−

−
(︂
𝑆𝑦

𝐹𝑙

𝜕𝑢̄

𝜕𝑥̄
− 𝐼𝑦
𝐹𝑎2

𝜕𝛼1

𝜕𝑥̄
− 𝐼𝑦𝑧
𝐹𝑎2

𝜕𝛼2

𝜕𝑥̄

)︂
𝜕2𝑢

𝜕𝑥̄2
−

−
(︂
𝑆𝑦

𝐹𝑙

𝜕2𝑢̄

𝜕𝑥̄2
− 𝐼𝑦
𝐹𝑎2

𝜕2𝛼1

𝜕𝑥̄2
− 𝐼𝑦𝑧
𝐹𝑎2

𝜕2𝛼2

𝜕𝑥̄2

)︂
𝜕𝑢̄

𝜕𝑥̄
+

+

[︂
𝐼𝑦
𝐹𝑎𝑙

𝜕𝑢̄

𝜕𝑥̄
− 𝐼 (𝑧3)

𝐹𝑎2𝑙

𝜕𝛼1

𝜕𝑥̄
− 𝐼 (𝑧2𝑦)

𝐹𝑎2𝑙

𝜕𝛼2

𝜕𝑥̄

]︂
𝜕2𝛼1

𝜕𝑥̄2
+

+

[︂
𝐼𝑦𝑧
𝐹𝑎𝑙

𝜕𝑢̄

𝜕𝑥̄
− 𝐼 (𝑧2𝑦)

𝐹𝑎2𝑙

𝜕𝛼1

𝜕𝑥̄
− 𝐼 (𝑦2𝑧)

𝐹𝑎2𝑙

𝜕𝛼2

𝜕𝑥̄

]︂
𝜕2𝛼2

𝜕𝑥̄2
+

+

[︂
𝐼𝑦
𝐹𝑎𝑙

𝜕2𝑢̄

𝜕𝑥̄2
− 𝐼 (𝑧3)

𝐹𝑎2𝑙

𝜕2𝛼1

𝜕𝑥̄2
− 𝐼 (𝑧2𝑦)

𝐹𝑎2𝑙

𝜕2𝛼2

𝜕𝑥̄2

]︂
𝜕𝛼1

𝜕𝑥̄
+

+

[︂
𝐼𝑦𝑧
𝐹𝑎𝑙

𝜕2𝑢

𝜕𝑥̄2
− 𝐼 (𝑧2𝑦)

𝐹𝑎2𝑙

𝜕2𝛼1

𝜕𝑥̄2
− 𝐼 (𝑦2𝑧)

𝐹𝑎2𝑙

𝜕2𝛼2

𝜕𝑥̄

]︂
𝜕𝛼2

𝜕𝑥̄
+

+

[︂
− 𝐺𝑆𝑦𝑙

𝐸𝐹𝑎2
𝛼2 +

𝐺𝑆𝑦𝑙

𝐸𝐹𝑎

𝜕𝑣

𝜕𝑥̄
+

𝐺𝐽𝑦
𝐸𝐹𝑎2

𝜕𝜃

𝜕𝑥̄

]︂
𝜕𝛼2

𝜕𝑥̄
+

+

[︂
− 𝐺𝑆𝑦𝑙

𝐸𝐹𝑎2
𝛼1 +

𝐺𝑆𝑦

𝐸𝐹𝑎

𝜕𝑤

𝜕𝑥̄
+
𝐺𝐽𝑦𝑧
𝐸𝐹𝑎2

𝜕𝜃

𝜕𝑥̄

]︂
𝜕𝛼1

𝜕𝑥̄
+

+

[︂
− 𝐺𝑆𝑦𝑙

𝐸𝐹𝑎2
𝜕𝛼2

𝜕𝑥̄
+
𝐺𝑆𝑦

𝐸𝐹𝑎

𝜕2𝑣

𝜕𝑥̄2
+

𝐺𝐽𝑦
𝐸𝐹𝑎2

𝜕2𝜃

𝜕𝑥̄2

]︂
𝛼2+

+

[︂
− 𝐺𝑆𝑦𝑙

𝐸𝐹𝑎2
𝜕𝛼1

𝜕𝑥̄
+
𝐺𝑆𝑦

𝐸𝐹𝑎

𝜕2𝑤̄

𝜕𝑥̄2
+
𝐺𝐽𝑦𝑧
𝐸𝐹𝑎2

𝜕2𝜃

𝜕𝑥̄2

]︂
𝛼1+

− 𝑙2

𝐸𝐹𝑎2
(︀
𝑀𝑦

(︀
𝐹1

)︀
+𝑀𝑦 (𝑞1)

)︀
= 0;

(31)

𝑆𝑧

𝐹𝑎

𝜕2𝑢̄

𝜕𝑡2
− 𝐼𝑦𝑧
𝐹𝑎2

𝜕2𝛼1

𝜕𝑡2
− 𝐼𝑧
𝐹𝑎2

𝜕2𝛼2

𝜕𝑡2
+

+
𝑆𝑧

𝐹𝑎

𝜕2𝑢̄

𝜕𝑥̄2
− 𝐼𝑦𝑧
𝐹𝑎2

𝜕2𝛼1

𝜕𝑥̄2
− 𝐼𝑦
𝐹𝑎2

𝜕2𝛼2

𝜕𝑥̄2
−

−
(︂
𝑆𝑧

𝐹𝑙

𝜕𝑢̄

𝜕𝑥̄
− 𝐼𝑦𝑧
𝐹𝑎𝑙

𝜕𝛼1

𝜕𝑥̄
− 𝐼𝑦
𝐹𝑎𝑙

𝜕𝛼2

𝜕𝑥̄

)︂
𝜕2𝑢̄

𝜕𝑥̄2
−

−
(︂
𝑆𝑧

𝐹𝑙

𝜕2𝑢̄

𝜕𝑥̄2
− 𝐼𝑦𝑧
𝐹𝑎2

𝜕2𝛼1

𝜕𝑥̄2
− 𝐼𝑦
𝐹𝑎2

𝜕2𝛼2

𝜕𝑥̄2

)︂
𝜕𝑢̄

𝜕𝑥̄
+

+

[︂
𝐼𝑦𝑧
𝐹𝑎𝑙

𝜕𝑢̄

𝜕𝑥̄
− 𝐼 (𝑧2𝑦)

𝐹𝑎2𝑙

𝜕𝛼1

𝜕𝑥̄
− 𝐼 (𝑦2𝑧)

𝐹𝑎2𝑙

𝜕𝛼2

𝜕𝑥̄

]︂
𝜕2𝛼1

𝜕𝑥̄2
+

+

[︂
𝐼𝑦𝑧
𝐹𝑎𝑙

𝜕2𝑢̄

𝜕𝑥̄2
− 𝐼 (𝑧2𝑦)

𝐹𝑎2𝑙

𝜕2𝛼1

𝜕𝑥̄2
− 𝐼 (𝑦2𝑧)

𝐹𝑎2𝑙

𝜕2𝛼2

𝜕𝑥̄2

]︂
𝜕𝛼1

𝜕𝑥̄
+

+

[︂
𝐼𝑧
𝐹𝑎𝑙

𝜕𝑢̄

𝜕𝑥̄
− 𝐼 (𝑦2𝑧)

𝐹𝑎2𝑙

𝜕𝛼1

𝜕𝑥̄
− 𝐼 (𝑦3)

𝐹𝑎2𝑙

𝜕𝛼2

𝜕𝑥̄

]︂
𝜕2𝛼2

𝜕𝑥̄2
+
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+

[︂
𝐼𝑧
𝐹𝑎𝑙

𝜕2𝑢̄

𝜕𝑥̄2
− 𝐼 (𝑦2𝑧)

𝐹𝑎2𝑙

𝜕2𝛼1

𝜕𝑥̄2
− 𝐼 (𝑦3)

𝐹𝑎2𝑙

𝜕2𝛼2

𝜕𝑥̄2

]︂
𝜕𝛼2

𝜕𝑥
+

+

[︂
−𝐺𝑆𝑧𝑙

𝐸𝐹𝑎
𝛼2 +

𝐺𝑆𝑧

𝐸𝐹𝑎

𝜕𝑣

𝜕𝑥̄
+
𝐺𝐼𝑦𝑧𝑙

𝐸𝐹𝑎2
𝜕𝜃

𝜕𝑥̄

]︂
𝜕𝛼2

𝜕𝑥̄
+

+

[︂
− 𝐺𝑆𝑧𝑙

𝐸𝐹𝑎2
𝛼1 +

𝐺𝑆𝑧

𝐸𝐹𝑎

𝜕𝑤̄

𝜕𝑥̄
− 𝐺𝐼𝑧
𝐸𝐹𝑎2

𝜕𝜃

𝜕𝑥̄

]︂
𝜕𝛼1

𝜕𝑥̄
+

+

[︂
− 𝐺𝑆𝑧𝑙

𝐸𝐹𝑎2
𝜕𝛼1

𝜕𝑥̄
+
𝐺𝑆𝑧

𝐸𝐹𝑎

𝜕2𝑤̄

𝜕𝑥̄2
− 𝐺𝐼𝑧
𝐸𝐹𝑎2

𝜕2𝜃

𝜕𝑥̄2

]︂
𝛼1+

+

[︂
− 𝐺𝑆𝑧𝑙

𝐸𝐹𝑎2
𝜕𝛼2

𝜕𝑥̄
+
𝐺𝑆𝑧

𝐸𝐹𝑎

𝜕2𝑣

𝜕𝑥̄2
+

𝐺𝐼𝑦𝑧
𝐸𝐹𝑎2

𝜕2𝜃

𝜕𝑥̄2

]︂
𝛼2−

− 𝑙2

𝐸𝐹𝑎2
(︀
𝑀𝑧

(︀
𝐹1

)︀
+𝑀𝑧 (𝑞1)

)︀
= 0;

− 𝑆𝑦

𝐹𝑎

𝜕2𝑣

𝜕𝑡2
+
𝑆𝑧

𝐹𝑎

𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
− 𝐼𝜌
𝐹𝑎2

𝜕2𝜃

𝜕𝑡2
+

𝐺𝐼𝜌
𝐸𝐹𝑎2

𝜕2𝜃

𝜕𝑥̄2
+
𝐺𝑆𝑦

𝐸𝐹𝑎

𝜕2𝑣

𝜕𝑥̄2
−

− 𝐺𝑆𝑧

𝐸𝐹𝑎2
𝜕2𝑤̄

𝜕𝑥̄2
+
𝐺𝑆𝑧𝑙

𝐸𝐹𝑎2
𝜕𝛼1

𝜕𝑥̄
− 𝐺𝑆𝑦𝑙

𝐸𝐹𝑎2
𝜕𝛼2

𝜕𝑥̄
+

+

[︂
𝑆𝑦

𝐹𝑙

𝜕𝑢̄

𝜕𝑥̄
− 𝐼𝑦
𝐹𝑎𝑙

𝜕𝛼1

𝜕𝑥̄
− 𝐼𝑦𝑧
𝐹𝑎𝑙

𝜕𝛼1

𝜕𝑥̄

]︂
𝜕2𝑣

𝜕𝑥̄2
+

+

[︂
𝑆𝑦

𝐹𝑙

𝜕2𝑢̄

𝜕𝑥̄2
− 𝐼𝑦
𝐹𝑎𝑙

𝜕2𝛼1

𝜕𝑥̄2
− 𝐼𝑦𝑧
𝐹𝑎𝑙

𝜕2𝛼2

𝜕𝑥̄2

]︂
𝜕𝑣

𝜕𝑥̄
+

+

[︂
𝑆𝑧

𝐹𝑙

𝜕𝑢̄

𝜕𝑥̄
− 𝐼𝑦𝑧
𝐹𝑎𝑙

𝜕𝛼1

𝜕𝑥̄
+

𝐼𝑧
𝐹𝑎𝑙

𝜕𝛼2

𝜕𝑥̄

]︂
𝜕2𝑤̄

𝜕𝑥̄2
+

+

[︂
𝑆𝑧

𝐹𝑙

𝜕2𝑢̄

𝜕𝑥̄2
− 𝐼𝑦𝑧
𝐹𝑎𝑙

𝜕2𝛼1

𝜕𝑥̄2
+

𝐼𝑧
𝐹𝑎𝑙

𝜕2𝛼2

𝜕𝑥̄2

]︂
𝜕𝑤

𝜕𝑥̄
+

+

[︂
𝐼𝜌
𝐹𝑎𝑙

𝜕𝑢̄

𝜕𝑥̄
− 𝐼 (𝑧3)

𝐹𝑎2𝑙

𝜕𝛼1

𝜕𝑥̄
− 𝐼 (𝑦2𝑧)

𝐹𝑎2𝑙

𝜕𝛼1

𝜕𝑥̄
−

−𝐼 (𝑦𝑧2)

𝐹𝑎2𝑙

𝜕𝛼2

𝜕𝑥̄
− 𝐼 (𝑦3)

𝐹𝑎2
𝜕𝛼2

𝜕𝑥̄

]︂
𝜕2𝜃

𝜕𝑥̄2
+

+

[︂
𝐼𝜌
𝐹𝑎𝑙

𝜕2𝑢̄

𝜕𝑥̄2
− 𝐼 (𝑧3)

𝐹𝑎2𝑙

𝜕2𝛼1

𝜕𝑥̄2
− 𝐼 (𝑦2𝑧)

𝐹𝑎2𝑙

𝜕2𝛼1

𝜕𝑥̄2
−

− 𝐼 (𝑦𝑧2)

𝐹𝑎2𝑙

𝜕2𝛼2

𝜕𝑥̄2
− 𝐼 (𝑦3)

𝐹𝑎2𝑙

𝜕2𝛼2

𝜕𝑥̄2

]︂
𝜕𝜃

𝜕𝑥̄
+

+

[︂
− 𝐺𝑆𝑧𝑙

𝐸𝐹𝑎2
𝛼1 −

𝐺𝑆𝑧𝑙

𝐸𝐹𝑎2
𝛼2 +

𝐺𝑆𝑧

𝐸𝐹𝑎

𝜕𝑣

𝜕𝑥̄
+
𝐺𝑆𝑧

𝐸𝐹𝑎

𝜕𝑤̄

𝜕𝑥̄

]︂
𝜕𝜃

𝜕𝑥̄
+

+

[︂
− 𝐺𝑆𝑧𝑙

𝐸𝐹𝑎2
𝜕𝛼1

𝜕𝑥̄
− 𝐺𝑆𝑧𝑙

𝐸𝐹𝑎2
𝜕𝛼2

𝜕𝑥̄
+
𝐺𝑆𝑧

𝐸𝐹𝑎

𝜕2𝑣

𝜕𝑥̄2
+
𝐺𝑆𝑧

𝐸𝐹𝑎

𝜕2𝑤̄

𝜕𝑥̄2

]︂
𝜃+

+

[︂
− 𝐺𝑆𝑦𝑙

𝐸𝐹𝑎2
𝜕𝛼2

𝜕𝑥̄
− 𝐺𝑆𝑧𝑙

𝐸𝐹𝑎2
𝜕𝛼1

𝜕𝑥̄
+
𝐺𝑆𝑦

𝐸𝐹𝑎

𝜕2𝑣

𝜕𝑥̄2
− 𝐺𝑆𝑧

𝐸𝐹𝑎

𝜕2𝑤̄

𝜕𝑥̄2
+

𝐺𝐼𝜌
𝐸𝐹𝑎2

𝜕2𝜃

𝜕𝑥̄2

]︂
+

+
𝑙2

𝐸𝐹𝑎2
(𝑀𝑥 (𝐹23) +𝑀𝑥 (𝑞23)) = 0;

Граничные условия: [︂
−𝜕𝑢̄
𝜕𝑥̄

+
𝑆𝑦

𝐹𝑎

𝜕𝛼1

𝜕𝑥̄
+
𝑆𝑧

𝐹𝑎

𝜕𝛼2

𝜕𝑥̄
+
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+

(︂
𝜕𝑢̄

𝜕𝑥̄
− 𝑆𝑦

𝐹𝑎

𝜕𝛼1

𝜕𝑥̄
− 𝑆𝑧

𝐹𝑎

𝜕𝛼2

𝜕𝑥̄

)︂
𝜕𝑢̄

𝜕𝑥̄
−

−
(︂
𝑆𝑦

𝐹𝑎

𝜕𝑢̄

𝜕𝑥̄
− 𝐼𝑦
𝐹𝑎2

𝜕𝛼1

𝜕𝑥̄
− 𝐼𝑦𝑧
𝐹𝑎2

𝜕𝛼2

𝜕𝑥̄

)︂
𝜕𝛼1

𝜕𝑥̄
−

−
(︂
𝑆𝑧

𝐹𝑎

𝜕𝑢̄

𝜕𝑥̄
− 𝐼𝑦𝑧
𝐹𝑎2

𝜕𝛼1

𝜕𝑥̄
− 𝐼𝑦
𝐹𝑎2

𝜕𝛼2

𝜕𝑥̄

)︂
𝜕𝛼2

𝜕𝑥̄
+

𝑙2

𝐸𝐹𝑎2
𝜙1

]︂
𝛿𝑢̄

⃒⃒⃒⃒
𝑥̄

= 0;[︂
𝐺𝑙2

𝐸𝑎2
𝛼2 −

𝐺𝑙

𝐸𝑎

𝜕𝑣

𝜕𝑥̄
− 𝐺𝑆𝑦𝑙

𝐸𝐹𝑎2
𝜕𝜃

𝜕𝑥̄
+

+

(︂
𝜕𝑢̄

𝜕𝑥̄
− 𝑆𝑦

𝐹𝑎

𝜕𝛼1

𝜕𝑥̄
− 𝑆𝑧

𝐹𝑎

𝜕𝛼2

𝜕𝑥̄

)︂
𝜕𝑣

𝜕𝑥̄
+

+

(︂
𝑆𝑦

𝐹𝑎

𝜕𝑢̄

𝜕𝑥̄
− 𝐼𝑦
𝐹𝑎2

𝜕𝛼1

𝜕𝑥̄
− 𝐼𝑦𝑧
𝐹𝑎2

𝜕𝛼2

𝜕𝑥̄

)︂
𝜕𝜃

𝜕𝑥̄
+

+

(︂
−𝐺𝑙2

𝐸𝑎2
𝛼1 +

𝐺𝑙

𝐸𝑎

𝜕𝑤̄

𝜕𝑥̄
− 𝐺𝑆𝑧𝑙

𝐸𝐹𝑎2
𝜕𝜃

𝜕𝑥̄

)︂
𝜃 +

𝑙2

𝐸𝐹𝑎2
𝜙2

]︂
𝛿𝑣

⃒⃒⃒⃒
𝑥̄

= 0;[︂
𝐺𝑙2

𝐸𝑎2
𝛼1 −

𝐺𝑙

𝐸𝑎

𝜕𝑤̄

𝜕𝑥̄
+
𝐺𝑆𝑧𝑙

𝐸𝐹𝑎2
𝜕𝜃

𝜕𝑥̄
−

−
(︂
𝜕𝑢̄

𝜕𝑥̄
− 𝑆𝑦

𝐹𝑎

𝜕𝛼1

𝜕𝑥̄
− 𝑆𝑧𝑙

𝐹𝑎2
𝜕𝛼2

𝜕𝑥̄

)︂
𝜕𝑤̄

𝜕𝑥̄
−

−
(︂
𝑆𝑧𝑙

𝐹𝑎

𝜕𝑢̄

𝜕𝑥̄
− 𝐼𝑦𝑧𝑙

𝐹𝑎2
𝜕𝛼1

𝜕𝑥̄
− 𝐼𝑦𝑙

𝐹𝑎2
𝜕𝛼2

𝜕𝑥̄

)︂
𝜕𝜃

𝜕𝑥̄
−

−
(︂
−𝐺𝑙2

𝐸𝑎2
𝛼2 +

𝐺𝑙

𝐸𝑎

𝜕𝑣

𝜕𝑥̄
+
𝐺𝑆𝑦𝑙

𝐸𝐹𝑎2
𝜕𝜃

𝜕𝑥̄

)︂
𝜃 +

𝑙2

𝐸𝐹𝑎2
𝜙3

]︂
𝛿𝑤̄

⃒⃒⃒⃒
𝑥̄

= 0;[︂
−𝑆𝑦𝑙

𝐹𝑎

𝜕𝑢̄

𝜕𝑥̄
+

𝐼𝑦𝑙

𝐹𝑎2
𝜕𝛼1

𝜕𝑥̄
+
𝐼𝑦𝑧𝑙

𝐹𝑎2
𝜕𝛼2

𝜕𝑥̄
−

−
(︂
𝑆𝑦

𝐹𝑙

𝜕𝑢̄

𝜕𝑥̄
− 𝐼𝑦
𝐹𝑎𝑙

𝜕𝛼1

𝜕𝑥̄
− 𝐼𝑦𝑧
𝐹𝑎𝑙

𝜕𝛼2

𝜕𝑥̄

)︂
𝜕𝑢̄

𝜕𝑥̄
−

−
[︂
𝐼𝑦
𝐹𝑎

𝜕𝑢̄

𝜕𝑥̄
− 𝐼 (𝑧3)

𝐹𝑎2
𝜕𝛼1

𝜕𝑥̄
− 𝐼 (𝑧2𝑦)

𝐹𝑎2
𝜕𝛼2

𝜕𝑥̄

]︂
𝜕𝛼1

𝜕𝑥̄
+

+

[︂
𝐼𝑦𝑧
𝐹𝑎

𝜕𝑢̄

𝜕𝑥̄
− 𝐼 (𝑧2𝑦)

𝐹𝑎2
𝜕𝛼1

𝜕𝑥̄
− 𝐼 (𝑦2𝑧)

𝐹𝑎2
𝜕𝛼2

𝜕𝑥̄

]︂
𝜕𝛼2

𝜕𝑥̄
+

+

[︂
−𝐺𝑆𝑦𝑙

2

𝐸𝐹𝑎2
𝛼2 +

𝐺𝑆𝑦𝑙

𝐸𝐹𝑎

𝜕𝑣

𝜕𝑥̄
+

𝐺𝐼𝑦𝑙

𝐸𝐹𝑎2
𝜕𝜃

𝜕𝑥̄

]︂
𝛼2+

+

[︂
−𝐺𝑆𝑦𝑙

2

𝐸𝐹𝑎2
𝛼1 +

𝐺𝑆𝑦𝑙

𝐸𝐹𝑎

𝜕𝑤̄

𝜕𝑥̄
− 𝐺𝐼𝑦𝑧𝑙

𝐸𝐹𝑎2
𝜕𝜃

𝜕𝑥̄

]︂
𝛼1 +

𝑙2

𝐸𝐹𝑎2
𝑀𝑦 (𝜙1)

]︂
𝛿𝛼1

⃒⃒⃒⃒
𝑥̄

= 0;

[︂
−𝑆𝑧𝑙

𝐹𝑎

𝜕𝑢̄

𝜕𝑥̄
+
𝐼𝑦𝑧𝑙

𝐹𝑎2
𝜕𝛼1

𝜕𝑥̄
+

𝐼𝑦𝑙

𝐹𝑎2
𝜕𝛼2

𝜕𝑥̄
−

−
(︂
𝑆𝑧

𝐹𝑙

𝜕𝑢̄

𝜕𝑥̄
− 𝐼𝑦𝑧
𝐹𝑎𝑙

𝜕𝛼1

𝜕𝑥̄
− 𝐼𝑧
𝐹𝑎𝑙

𝜕𝛼2

𝜕𝑥̄

)︂
𝜕𝑢̄

𝜕𝑥̄
−

+

[︂
𝐼𝑦𝑧
𝐹𝑎

𝜕𝑢̄

𝜕𝑥̄
− 𝐼 (𝑧2𝑦)

𝐹𝑎2
𝜕𝛼1

𝜕𝑥̄
− 𝐼 (𝑦2𝑧)

𝐹𝑎2
𝜕𝛼2

𝜕𝑥̄

]︂
𝜕𝛼1

𝜕𝑥̄
+



Вывод дифференциальных уравнений колебания стержней . . . 101

+

[︂
𝐼𝑧
𝐹𝑎

𝜕𝑢̄

𝜕𝑥̄
− 𝐼 (𝑦2𝑧)

𝐹𝑎2
𝜕𝛼1

𝜕𝑥̄
− 𝐼 (𝑦3)

𝐹𝑎2
𝜕𝛼2

𝜕𝑥̄

]︂
𝜕𝛼2

𝜕𝑥̄
+

+

[︂
−𝐺𝑆𝑧𝑙

2

𝐸𝐹𝑎2
𝛼2 +

𝐺𝑆𝑧𝑙

𝐸𝐹𝑎

𝜕𝑣

𝜕𝑥̄
+
𝐺𝐼𝑦𝑧𝑙

𝐸𝐹𝑎2
𝜕𝜃

𝜕𝑥̄

]︂
𝛼2+

+

[︂
−𝐺𝑆𝑧𝑙

2

𝐸𝐹𝑎2
𝛼1 +

𝐺𝑆𝑧𝑙

𝐸𝐹𝑎

𝜕𝑤̄

𝜕𝑥̄
− 𝐺𝐼𝑧𝑙

𝐸𝐹𝑎2
𝜕𝜃

𝜕𝑥̄

]︂
𝛼1 +

𝑙2

𝐸𝐹𝑎2
𝑀𝑧 (𝜙1)

]︂
𝛿𝛼2

⃒⃒⃒⃒
𝑥

= 0;[︂
−𝐺𝑆𝑧𝑙

2

𝐸𝐹𝑎2
𝛼1 +

𝐺𝑆𝑦𝑙
2

𝐸𝐹𝑎2
𝛼2 −

𝐺𝑆𝑦𝑙

𝐸𝐹𝑎

𝜕𝑣

𝜕𝑥̄
+
𝐺𝑆𝑧𝑙

𝐸𝐹𝑎

𝜕𝑤

𝜕𝑥̄
− 𝐺𝐼𝜌𝑙

𝐸𝐹𝑎2
𝜕𝜃

𝜕𝑥̄
+

+

[︂
𝑆𝑦

𝐹

𝜕𝑢̄

𝜕𝑥̄
− 𝐼𝑦
𝐹𝑎

𝜕𝛼1

𝜕𝑥̄
− 𝐼𝑦𝑧
𝐹𝑎

𝜕𝛼2

𝜕𝑥̄

]︂
𝜕𝑣

𝜕𝑥̄
−

−
[︂
𝑆𝑧

𝐹

𝜕𝑢̄

𝜕𝑥̄
− 𝐼𝑦𝑧
𝐹𝑎

𝜕𝛼1

𝜕𝑥̄
+

𝐼𝑧
𝐹𝑎

𝜕𝛼2

𝜕𝑥̄

]︂
𝜕𝑤̄

𝜕𝑥̄
+

+

[︂
−𝐺𝑆𝑦𝑙

2

𝐸𝐹𝑎2
𝛼2 +

𝐺𝑆𝑧𝑙
2

𝐸𝐹𝑎2
𝛼1 +

𝐺𝑆𝑦𝑙

𝐸𝐹𝑎

𝜕𝑣

𝜕𝑥̄
− 𝐺𝑆𝑧𝑙

𝐸𝐹𝑎

𝜕𝑤̄

𝜕𝑥̄
+

𝐺𝐼𝜌𝑙

𝐸𝐹𝑎2
𝜕𝜃

𝜕𝑥̄

]︂
+

+

[︂
−𝐺𝑆𝑦𝑙

2

𝐸𝐹𝑎2
𝛼1 −

𝐺𝑆𝑧

𝐸𝐹𝑎2
𝛼2 +

𝐺𝑆𝑧𝑙

𝐸𝐹𝑎

𝜕𝑣

𝜕𝑥̄
+
𝐺𝑆𝑦𝑙

𝐸𝐹𝑎

𝜕𝑤̄

𝜕𝑥̄

]︂
𝜃+

+

[︂
𝐼𝜌
𝐹𝑎

𝜕𝑢̄

𝜕𝑥̄
− (𝐼 (𝑧3) − 𝐼 (𝑦2𝑧))

𝐹𝑎2
𝜕𝛼1

𝜕𝑥̄
−

− (𝐼 (𝑦𝑧2) + 𝐼 (𝑦3))

𝐹𝑎2
𝜕𝛼2

𝜕𝑥̄

]︂
𝜕𝜃

𝜕𝑥̄
+

𝑙

𝐸𝐹𝑎2
𝑀𝑥 (𝜙 23)

]︂
𝛿𝜃

⃒⃒⃒⃒
𝑥

= 0;

(32)

Начальные условия: [︂
𝜕𝑢̄

𝜕𝑡
− 𝑆𝑦

𝐹𝑎

𝜕𝛼1

𝜕𝑡
− 𝑆𝑧

𝐹𝑎

𝜕𝛼2

𝜕𝑡

]︂
𝛿𝑢̄

⃒⃒⃒⃒
𝑡

= 0;[︂
𝜕𝑣

𝜕𝑡
+
𝑆𝑦

𝐹𝑎

𝜕𝜃

𝜕𝑡

]︂
𝑡0𝛿𝑣

⃒⃒⃒⃒
𝑡

= 0;[︂
𝜕𝑤̄

𝜕𝑡
− 𝜌𝑆𝑧

𝐸𝐹𝑎

𝜕𝜃

𝜕𝑡

]︂
𝑡0𝛿𝑤̄

⃒⃒⃒⃒
𝑡

= 0;[︂
− 𝑆𝑦

𝐹𝑎

𝜕𝑢̄

𝜕𝑡
+

𝐼𝑦
𝐹𝑎2

𝜕𝛼1

𝜕𝑡
+

𝐼𝑦𝑧
𝐹𝑎2

𝜕𝛼2

𝜕𝑡

]︂
𝑡0𝛿𝛼1

⃒⃒⃒⃒
𝑡

= 0;[︂
− 𝑆𝑧

𝐹𝑎

𝜕𝑢̄

𝜕𝑡
+

𝐼𝑧𝑦
𝐹𝑎2

𝜕𝛼1

𝜕𝑡
+

𝐼𝑧
𝐹𝑎2

𝜕𝛼2

𝜕𝑡

]︂
𝑡0𝛿𝛼2

⃒⃒⃒⃒
𝑡

= 0;[︂
𝑆𝑦

𝐹𝑎

𝜕𝑣

𝜕𝑡
− 𝑆𝑧

𝐹𝑎

𝜕𝑤̄

𝜕𝑡
− 𝐼𝜌
𝐹𝑎2

𝜕𝜃

𝜕𝑡

]︂
𝑡0𝛿𝜃

⃒⃒⃒⃒
𝑡

= 0;

(33)

7 Заключение
Таким образом в геометрически нелинейной постановке получали краевую задачу

колебания стержней. В качестве примера можно рассмотрит задачу разработка обоб-
щенной нелинейной модели движения буровых штанг неглубокого бурения с учетом
конечных деформации.
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