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В работе предлагается математическая модель в виде уравнения реакции-
диффузии переноса и диффузии вредных веществ в пограничных слоях атмосферы.
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1 Введение
Вопросам охраны окружающей среды посвящен большой цикл исследований, вы-

полняемых как за рубежом [1–3], так и в нашей стране [4, 5]. Вместе с тем, в рам-
ках этого направления остается ряд сложных в математическом отношении задач,
связанных с краткосрочными прогнозами распространения загрязняющих веществ
в природной среде. Оперативное решение подобных прогностических задач требует
разработки нестационарных моделей массопереноса в условиях турбулентной атмо-
сферы и создания численных методов и алгоритмов решения соответствующих ма-
тематических уравнений и их систем в ограниченных пространственно-временных
интервалах.

Параболические уравнения лежат в основе математических моделей самых раз-
нообразных явлений и процессов в физике, биологии, экологии и многих других
областях знаний. Общим для всех этих процессов являются перенос и диффузия
концентрации в соответствующей форме и содержании [7, 8].

Известно, что активные примеси в процессе распространения в атмосфере всту-
пает в химические реакции с водяным паром или другими компонентами атмосферы
и переходит из одного химического состояние в другое, изменяя при этом характер
токсичности в отношении к окружающей среде. Следовательно, считаем нужным
модификация модели в виде параболического уравнения посредством включения
реакционно-диффузионного члена, что приводит к так называемой логистической
модели. А в настоящее время логистические модели широко применяются при опи-
сании различных физических и биологических процессов [6, 7]. Автор логистических
моделей П.Ферхюльст высказал догадку, что в случае очень быстрого роста кон-
центрации должны включаться механизмы саморегуляции. Квадратический член в
правой части уравнения отражает внутреннего взаимодействия, которое ограничи-
вает рост концентрации.

Пусть Ω - ограниченная область в 𝑅3 с гладкой границей 𝜕Ω, 𝑄𝑇 = Ω×(0, 𝑇 ), 𝑆𝑇 =
= 𝜕Ω × (0, 𝑇 ), 𝑇 > 0.

В настоящей работе рассматривается процесс диффузионного переноса загряз-
ненй в пределах пограничного слоя атмосферы, которая описывается краевой за-
дачей для трехмерного параболического уравнения (процесс исследуется вдали от
источника)
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𝜕𝑢(𝑃, 𝑡)

𝜕𝑡
−
[︂
𝜕

𝜕𝑥
(𝑑2(𝑃, 𝑡)𝑢𝑥(𝑃, 𝑡)) − 𝜕

𝜕𝑦
(𝑑3(𝑃, 𝑡)𝑢𝑦(𝑃, 𝑡)) +

𝜕

𝜕𝑧
(𝑑1(𝑃, 𝑡)𝑢𝑧(𝑃, 𝑡))

]︂
+

𝜕

𝜕𝑥
(𝑐2(𝑃, 𝑡)𝑢) +

𝜕

𝜕𝑦
(𝑐3(𝑃, 𝑡)𝑢) +

𝜕

𝜕𝑧
(𝑐1(𝑃, 𝑡)𝑢) = 𝑢(𝑎− 𝑏𝑢) в 𝑄𝑇 .

(1)

Перепишем уравнение (1) в виде

𝐿𝑢 ≡ 𝐿0𝑢− 𝑢𝑡 ≡ (𝑑2𝑢𝑥𝑥 + 𝑑3𝑢𝑦𝑦 + 𝑑1𝑢𝑧𝑧) + 𝑎2𝑢𝑥 + 𝑎3𝑢𝑦 + 𝑑1𝑢𝑧 − 𝑐𝑢− 𝑢𝑡 = 𝑏𝑢2 в 𝑄𝑇 (2)

и задается начальное и граничные условия

𝑢(𝑃, 0) = 𝜙(𝑃 ), 𝑃 ∈ Ω, (3)

𝑢(𝑃, 𝑡) = 𝜓(𝑃, 𝑡) на 𝑆𝑇 , (4)

где
𝑃 = 𝑃 (𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑃 ∈ Ω ⊂ 𝑅3, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ],

𝑎2(𝑃, 𝑡) = 𝑑2𝑥(𝑃, 𝑡) − 𝑐2(𝑃, 𝑡), 𝑎3(𝑃, 𝑡) = 𝑑3𝑦(𝑃, 𝑡) − 𝑐3(𝑃, 𝑡),

𝑎1(𝑃, 𝑡) = 𝑑1𝑧(𝑃, 𝑡) − 𝑐1(𝑃, 𝑡), 𝑐(𝑃, 𝑡) = 𝑐2𝑥 + 𝑐3𝑦 + 𝑐1𝑧 − 𝑎.

Здесь 𝑢(𝑃, 𝑡) - концентрация примесей, имеющихся в точке 𝑃 в момент 𝑡, 𝑎, 𝑏 -
положительные постоянные, причем 𝑎 - степень вывода или привнесения примесей
в данный объем за счет химических процессов, 𝑏 - скорость изменения концентра-
ции, 𝑑𝑖(𝑖 = 1, 3) - коэффициенты турбулентной диффузии, 𝑐𝑖(𝑖 = 1, 3) - компоненты
вектора скорости ветра.

Предполагаются выполненными следующие условия:
I. 𝑑𝑖(𝑃, 𝑡) > 𝑑𝑖0 > 0, 𝑐𝑖(𝑃, 𝑡)(𝑖 = 1, 3), 𝜓1(𝑃, 𝑡) - непрерывно дифференцируемые

функции, производные которых удовлетворяют условию Гельдера в 𝑄𝑇 ;
II. 𝜙(𝑃 ) ∈ 𝐶2+𝛼(Ω) и удовлетворяет условию согласования первого порядка на

𝜕Ω;
III. 𝜙0(𝑃 ) > 0, 𝜓(𝑃, 𝑡) > 0, причем max

𝑆𝑇

|𝜓| 6 max
Ω

|𝜙|.
Всюду в работе используем результаты работ [9, 10] и, следовательно, будем при-

держиваться обозначениями пространств, норм и т.п., принятных в [9, 10].

2 Исследование модели
Исследование математических моделей подразумевает прежде всего качественное

изучение математических моделей и получение точного или приближенного реше-
ния. Прежде всего рассматривается проблема существование решения. Соответству-
ющие строгие результаты дают уверенность в корректности математической модели.
Важным является вопрос об устойчивости решения относительно малых возмущений
входных данных. Установления априорных оценок позволяет заранее определить те
или иные свойства изучаемого процесса (объекта). В этом и заключается принцип
физической определенности модели.

2.1 Оценка u(x,t), устойчивость и единственность решения
Сначала установим оценку (определим знак) для искомой функции 𝑢(𝑥, 𝑡), а затем

докажем устойчивость и единственность решения задачи (2)-(4).
Лемма 2.1. Пусть выполнены условия I-III. Тогда справедлива оценка

0 6 𝑢(𝑥, 𝑡) 6 max
Ω

(|𝜙|) (5)
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Доказательство. Воспользуемся теоремой 6 работы ( [9], гл.II). Пусть 𝑢(𝑥, 𝑡) непре-
рывна в 𝑄𝑇 и 𝐿𝑢 > 0 в 𝑄𝑇 . Тогда для каждой точки 𝑃0 ∈ 𝑄𝑇 для которой 𝑢(𝑥, 𝑡)
имеет положительный максимум в 𝑆(𝑃0), этот максимум достигается в некоторой
точке, лежащей в дополнении 𝑆(𝑃0).

Здесь 𝑆(𝑃0) - множество всех точек 𝑃 в 𝑄𝑇 , таких, что их можно соединить с 𝑃0

простой непрерывной кривой, лежащей в 𝑄𝑇 , вдоль которой координата 𝑡 не убывает
от 𝑃 к 𝑃0.

В нашем случае все условия выполняются. Это дает возможность оценить 𝑢(𝑥, 𝑡)
сверху. Так как максимум достигается на Ω ∪ 𝑆𝑇 , то

𝑢(𝑥, 𝑡) 6 max (‖𝑢0‖, ‖𝑢1‖) = ‖𝑢0‖ 6 𝐾 в 𝑄𝑇 . (6)

Воспользуемся теоремой сравнении [8, 9]. Для нижнего решения 𝑢−(𝑥, 𝑡) = 0 по-
лучим задачу

𝑢−𝑡 6 𝐿0𝑢
−, 𝑢−(𝑃, 0) = 0, 𝑃 ∈ Ω, 𝑢−(𝑃, 𝑡) = 0 на 𝑆𝑇 .

Следовательно, по теореме сравнении имеем

0 6 𝑢(𝑥, 𝑡)(6 𝐾) в 𝑄𝑇 . (7)

Лемма 2.2. Пусть два решения уравнения (2) 𝑢1(𝑥, 𝑡) и 𝑢2(𝑥, 𝑡) удовлетворяют
условиям:

1. Если 𝑢1(𝑥, 0) 6 𝑢2(𝑥, 0), 𝑥 ∈ Ω, 𝑢1(𝑥, 𝑡) 6 𝑢2(𝑥, 𝑡) на 𝑆𝑇 , то 𝑢1(𝑥, 𝑡) 6 𝑢2(𝑥, 𝑡) в
𝑄𝑇 ;

2. Если |𝑢1(𝑥, 𝑡) − 𝑢2(𝑥, 𝑡)| 6 𝜀 для (𝑥, 𝑡) ∈ Ω ∪ 𝑆𝑇 , то |𝑢1(𝑥, 𝑡) − 𝑢2(𝑥, 𝑡)| 6 𝜀 в 𝑄𝑇 ;
3. Если три решения уравнения (2) 𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑢(𝑥, 𝑡) удовлетворяют условиям

𝑢(𝑥, 𝑡) 6 𝑢(𝑥, 𝑡) 6 𝑢(𝑥, 𝑡) для (𝑥, 𝑡) ∈ Ω ∪ 𝑆𝑇 , то эти неравенства выполняются в 𝑄𝑇 .
Доказательство. Предполагаем существование двух решений и для их разности

𝑣(𝑥, 𝑡) = 𝑢2(𝑥, 𝑡) − 𝑢1(𝑥, 𝑡) получим задачу

𝑑2𝑣𝑥𝑥 + 𝑑3𝑣𝑦𝑦 + 𝑑1𝑣𝑧𝑧 + 𝑎2𝑣𝑥 + 𝑎3𝑣𝑦 + 𝑎1𝑣𝑧 − (𝑐− 𝑏(𝑢1 + 𝑢2))𝑣 − 𝑣𝑡 = 0,

𝑣(𝑥, 0) > 0, 𝑥 ∈ Ω, 𝑣(𝑥, 𝑡) > 0 на 𝑆𝑇 .

В силу (7) коэффициент при 𝑣(𝑥, 𝑡) является органиченной функцией. Тогда по
принципу максимума получим 𝑣(𝑥, 𝑡) > 0 в 𝑄𝑇 , т.е. доказана первое утверждение
леммы.

Второе утверждение является применением первого утверждения к функциям
𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑢(𝑥, 𝑡) и 𝑢(𝑥, 𝑡).

Утверждение 3 вытекает из 2, если его применить к решением 𝑢(𝑥, 𝑡) = −
−𝜀, 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑢1(𝑥, 𝑡) − 𝑢2(𝑥, 𝑡), 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝜀.

Утверждение 3 позволяет установить устойчивость решения задачи (2)-(4). От-
сюда в качесве следствии получается единственность решения задачи (2)-(4).

2.2 Существование решения
Уравнение (1) простейший тип нелинейного уравнения. Но член с 𝑢2(𝑥, 𝑡) не да-

ет возможность сразу применять результаты по линейной теории параболических
уравнений.

По этому применяем теорему о неподвижной точке Шаудера ( [9], гл.II). При
этом сначала доказывается существование решения при малых значениях времени
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𝑡. Далее устанавливаются некоторые априорные оценки старших производных, ко-
торые позволяют доказать существование решения задачи шаг за шагом до наперед
заданного числа 𝑇 .

В этом разделе для удобства переобозначим пространственные координаты через
(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑥. Если 𝑐 = 𝑐1𝑖 + 𝑐2𝑗 + 𝑐3𝑘 векторное поле скорости ветра, 𝑑 - диада
(тензор) с матрицей {𝑑𝑖𝑗}, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, 3, 𝐽 = 𝑐𝑢 − 𝑑∇𝑢 - вектор потока переносимой
субстанции, то уравнение (1) может быть записано в виде

𝑢̇+ div𝐽 = 𝑢(𝑎− 𝑏𝑢). (8)

Рассмотрим задачу

𝑢𝑡 + div(𝑐𝑢− 𝑑∇𝑢) = ℎ(𝑥, 𝑡)𝑢 в 𝑄𝑇 , (9)

𝑢(𝑥, 0) = 𝜙(𝑥), 𝑥 ∈ Ω, 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝜓(𝑥, 𝑡) на 𝑆𝑇 . (10)

Лемма 2.3. Пусть

ℎ(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶𝛼,𝛼/2(𝑄𝑇 ), ‖ℎ‖𝐶𝛼,𝛼/2(𝑄𝑇 ) 6 𝐴0. (11)

Тогда при условии I-III существует решение 𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶2+𝛼,1+𝛼/2(𝑄𝑇 ) задачи (9),
(10) при малых 𝑇 > 0, зависящее от ‖𝜙‖𝐶2+𝛼(Ω) + 1. Здесь 𝐴0 - постоянная.

Доказательство. Введем Банахово пространство 𝑋 функций 𝑢(𝑥, 𝑡) с нормой
‖𝑢‖𝐶1+𝛼,𝛼/2(𝑄𝑇 )(0 < 𝑇 < 1) и подмножество

𝑋𝐵 = {𝑢 ∈ 𝑋 : 𝑢(𝑥, 0) = 𝜙(𝑥), ‖𝑢‖𝐶1+𝛼,𝛼/2(𝑄𝑇 ) 6 𝐵},

где 𝐵 = ‖𝜙‖𝐶2+𝛼(Ω) + 1. Для 𝑢 ∈ 𝑋𝐵 определим отображение 𝑢 = 𝐹𝑢, где 𝑢
является решением задачи

𝑢𝑡 − div(𝑑∇𝑢) − ℎ𝑢 = −div(𝑐𝑢) в 𝑄𝑇 , (12)

𝑢(𝑥, 0) = 𝜙(𝑥) > 0, 𝑥 ∈ Ω, 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝜓(𝑥, 𝑡) на 𝑆𝑇 , (13)

где max
𝑆𝑇

|𝑢(𝑥, 𝑡)| 6 max
Ω

𝜙(𝑥).

В силу предположений относительно коэффициентов уравнении (1), условий (11)
и 𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝑋𝐵, имеем

𝑓 = −div(𝑐𝑢) ∈ 𝐶𝛼,𝛼/2(𝑄𝑇 ). (14)

Тогда при условиях I.-III. и Шаудерово параболической теории [9] существует
единственное решение задачи (12), (13) и справедлива оценка

‖𝑢‖𝐶2+𝛼,1+𝛼/2(𝑄𝑇 ) 6 ‖𝜙‖𝐶2+𝛼(Ω) +𝑀1(𝐵) = 𝐵 +𝑀1(𝐵) = 𝑀2(𝐵), (15)

где 𝑀𝑖(𝐵) - постоянные, зависящие только от 𝐵.
Используя определение норм Гельдера, имеем

|𝑢(𝑥, 𝑡) − 𝑢(𝑥, 0)|
𝑡(1+𝛼)/2

6 |𝐷𝑡𝑢| · |𝑇 |(1−𝛼)/2, (16)

‖𝑢(𝑥, 𝑡) − 𝑢(𝑥, 0)‖𝐶1+𝛼,0(𝑄𝑇 ) 6 𝐴0‖𝐷2
𝑥𝑢(𝑥, 𝑡) −𝐷2

𝑥𝑢(𝑥, 0)‖𝐿∞(𝑄𝑇 ) 6

𝐴0

[︀
𝐷2

𝑥𝑢
]︀
𝐶0,𝛼/2(𝑄𝑇 )

|𝑇 |𝛼/2 6 𝐴0[𝑢]𝐶2,𝛼/2(𝑄𝑇 )|𝑇 |𝛼/2.
(17)
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Отсюда можно найти

‖𝑢(𝑥, 𝑡) − 𝑢(𝑥, 0)‖𝐶1+𝛼,(1+𝛼)/2(𝑄𝑇 ) 6 𝐴0𝜂(𝑇 )‖𝑢‖𝐶2+𝛼,(1+𝛼)/2(𝑄𝑇 ), (18)

где 𝜂(𝑇 ) = max
[︀
𝑇𝛼/2, 𝑇 (1−𝛼)/2

]︀
.

Следовательно,

‖𝑢(𝑥, 𝑡) − 𝑢(𝑥, 0)‖𝐶1+𝛼,𝛼/2(𝑄𝑇 ) 6 𝐴0𝜂(𝑇 )‖𝑢‖𝐶2+𝛼,1+𝛼/2(𝑄𝑇 ). (19)

Комбинируя (15) и (19), находим

‖𝑢‖𝐶1+𝛼,𝛼/2(𝑄𝑇 ) 6 ‖𝑢(𝑥, 0)‖𝐶1+𝛼,𝛼/2(𝑄𝑇 ) + 𝐴0𝜂(𝑇 )𝑀2(𝐵) 6 ‖𝜙‖𝐶2+𝛼(𝐵) + 1 6 𝐵. (20)

Таким образом доказали, что 𝐹 отображает 𝑋𝐵 в себя.
Непрерывность оператора 𝐹 и компактность отображения в𝑋 следует из установ-

ленных оценков Шаудеровского типа с применением теоремы 1 работы ( [9], гл.VII)
и доказательство проводится как и в теореме 8 работы ( [9], гл.VII).

Чтобы установить априорные оценки старших производных решения уравнении
(2), необходимо доказать Гельдеровость искомой функции 𝑢(𝑥, 𝑡). Это доказывается
при помощи теоремы 10.1 работы ( [10], гл.III).

По условиям теоремы 10.1 [10] предполагаются равномерная параболичность
уравнении (2) и 𝐿𝑝 - гладкость коэффициентов и правой части (у нас ограниченная
функция), выполнение которых обеспечиваются предположениями I.-III. и оценкой
(7).

Тогда можно утверждать, что обобщение решение 𝑢(𝑥, 𝑡) уравнении (2) из про-
странства 𝑉 1,0

2 (𝑄𝑇 ) принадлежит 𝐻𝛼,𝛼/2(𝑄𝑇 ). Следовательно, (2) можно рассмотреть
как линейное уравнение с переменными коэффициентами и правой частью, удовле-
творяющие условиям Гельдера.

Тогда справедлива теорема.
Теорема 2.2. Пусть выполнены условия I.-III. Тогда существует единственное

решение задачи (2)-(4) из 𝐶2+𝛼,1+𝛼/2(𝑄𝑇 ) и справедлива оценка ‖𝑢‖𝐶2+𝛼,1+𝛼/2(𝑄𝑇 ) 6 𝐴.

3 Алгоритм решения
В этом разделе строится алгоритм для реализации модели на вычислительной ма-

шине. Модель представляется в форме, удобной для применения численных методов,
определяется последовательность вычислительных и логических операций.

Применяем метод покоординатного расщепления трехмерной задачи на систему
трех связных одномерных подзадач [11, 12], соответствующих переносу субстанции
вдоль координатных осей 𝑂𝑧,𝑂𝑥,𝑂𝑦 в пределах временного интервала 𝑡 ∈ [𝑡𝑗, 𝑡𝑗+1].
Величина ∆𝑡𝑗 = 𝑡𝑗+1 − 𝑡𝑗 считается "достаточно малой".

Задача I.
𝜕𝑢1
𝜕𝑡

+
𝜕

𝜕𝑧
(𝑐1𝑢1) −

𝜕

𝜕𝑧

(︂
𝑑1
𝜕𝑢1
𝜕𝑧

)︂
= 𝜔1𝑓(𝑢1, 𝑡), (21)

𝑢1(𝑃, 𝑡𝑗) =

{︃
𝜙(𝑃 ), 𝑗 = 0, 𝑃 ∈ Ω,

𝑢3(𝑃, 𝑡𝑗), 𝑗 = 1, 2...
(22)

𝑢1(𝑃, 𝑡𝑗) = 𝜓(𝑃, 𝑡𝑗), 𝑃 ∈ 𝜕Ω, 𝑡𝑗 6 𝑡 6 𝑡𝑗+1.

Задача II.
𝜕𝑢2
𝜕𝑡

+
𝜕

𝜕𝑥
(𝑐2𝑢2) −

𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝑑2
𝜕𝑢2
𝜕𝑥

)︂
= 𝜔2𝑓(𝑢2, 𝑡), (23)
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𝑢2(𝑃, 𝑡𝑗) = 𝑢1(𝑃, 𝑡𝑗+1), 𝑃 ∈ Ω,

𝑢2(𝑃, 𝑡𝑗) = 𝜓(𝑃, 𝑡𝑗+1), 𝑃 ∈ 𝜕Ω, 𝑗 = 0, 1, 2...
(24)

Задача III.
𝜕𝑢3
𝜕𝑡

+
𝜕

𝜕𝑦
(𝑐3𝑢3) −

𝜕

𝜕𝑦

(︂
𝑑3
𝜕𝑢3
𝜕𝑦

)︂
= 𝜔3𝑓(𝑢3, 𝑡), (25)

𝑢3(𝑃, 𝑡𝑗) = 𝑢2(𝑃, 𝑡𝑗+1), 𝑃 ∈ Ω,

𝑢3(𝑃, 𝑡𝑗) = 𝜓(𝑃, 𝑡𝑗), 𝑃 ∈ 𝜕Ω,
(26)

где 𝑓(𝑢, 𝑡) = 𝑢(𝑎− 𝑏𝑢), 𝜔1 + 𝜔2 + 𝜔3 = 1.
В качестве решения исходного уравнения (1) применяется

𝑢(𝑃, 𝑡) = 𝑢3(𝑃, 𝑡), 𝑡𝑗 6 𝑡 6 𝑡𝑗+1.

Обоснование вышеизложенного алгоритма проводится как в [12]. Доказана, что
найденное решение 𝑢(𝑥, 𝑡) удовлетворяет уравнению (1) и условиям (3), (4).
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