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1 Введение и постанока задачи
Пусть 𝐷 = {𝑥1 > 0, 𝑥2 > 0, ..., 𝑥𝑘 > 0,−∞ < 𝑥𝑘+1 < +∞ − ∞ < 𝑥𝑘+2 < +

+∞ ...,−∞ < 𝑥2𝑘 < +∞} ⊂ 𝑅2𝑘 - ограниченная область с граничей 𝜕𝐷 = {𝑥1 =
= 0, 𝑥2 = 0, ..., 𝑥𝑘 = 0,−∞ < 𝑥𝑘+1 < +∞ − ∞ < 𝑥𝑘+2 < +∞ ...,−∞ < 𝑥2𝑘 < +
+∞} 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑘, 𝑥𝑘+1, ..., 𝑥2𝑘),Ω = 𝐷𝑥[0, 𝑇 ]. Для функций 𝑓(𝑥, 𝑡), 𝑓1(𝑥, 𝑡), 𝑓2(𝑥)
и 𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶(𝐷𝑥[0,∞)) ∩ 𝐶1,2(𝐷𝑥[0,∞)) рассмотрим следующую начально-краевую
задачу

𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
−

𝑘∑︁
𝑖=1

𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2𝑖
+

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖
𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥𝑘+𝑖

= 𝑓(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ Ω} (1)

с начальным условием
𝑢(𝑥, 0) = 𝑓2(𝑥), 𝑥 ∈ 𝐷 (2)

и гранычным условием

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑓1(𝑥, 𝑡), 𝑥 ∈ 𝜕𝐷, 𝑡 ∈ [0,∞) (3)

Пусть выполняеться условия согласование 𝑓1(𝑥, 0) = 𝑓2(𝑥) for 𝑥 ∈ 𝜕𝐷.

2 Моделирование и построений несмещенные и смещенные
оценки решения задачи
Основой для построение является формула параболического среднего. Пусть 𝑥 =

= (𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑘, 𝑥𝑘+1, ..., 𝑥𝑚),𝑚 = 2𝑘. Введем матрицы размера 𝑚𝑥𝑚 и будем разби-
вать их горизонталями и вертикалями на квадратичные блоки размера 𝑘𝑥𝑘, число
таких блоков равно 4. Эти матрицы в блочной записи имеют следуюший вид.

𝛼 =

(︂
𝐼𝑘 0
0 0

)︂
, 𝛽 =

(︂
0 0
𝐼𝑘 0

)︂
, 𝑎 =

(︂
4𝐼𝑘 −2𝐼𝑘
−2𝐼𝑘 4

3
𝐼𝑘

)︂
, 𝑑(𝜌) =

(︂
𝜌

1
2 𝐼𝑘 0

0 𝜌
3
2 𝐼𝑘

)︂
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где 𝐼𝑘 -единичная матрица размера 𝑘𝑥𝑘,𝑑(𝜌)− диогональная матрица, матрица 𝑎 яв-
ляется симметрицной и положительно определенной поэтому ее можно представить в
виде 𝑎 = 𝑏𝑇 𝑏, где 𝑏− невырожденная матица, 𝑇−операция транспонирования. Пусть

𝐿(𝑥, 𝑡; 𝑦, 𝜏) = 𝑑(
1

𝑡− 𝜏
)𝑦 − 𝑒−𝛽𝑑(

1

𝑡− 𝜏
)𝑥

и 𝑍(𝑥, 𝑡; 𝑦, 𝜏) фундаментальное решение уравнения (1), тогда , как показано в [1],[2]
оно имеет следуюший вид

𝑍(𝑥, 𝑡; 𝑦, 𝜏) = 𝜋−𝑚
2 ‖𝑎‖

1
2 (𝑡− 𝜏)−𝑚 exp{−(𝐿(𝑥, 𝑡; 𝑦, 𝜏))𝑇𝑎𝐿(𝑥, 𝑡; 𝑦, 𝜏)}

где ‖𝑎‖− определитель матрици 𝑎 , 𝑒−𝛽 = 𝐼𝑚 − 𝛽− экспонента матрицы −𝛽. С
помощью фундаментального решения определим область 𝑄𝑟(𝑥, 𝑡),которую назовем
шароидом, а 𝜕𝑄𝑟(𝑥, 𝑡)-сфероидом, где 𝑟 > 0 некоторий параметр имеюший смысль
радиуса

𝑄𝑟(𝑥, 𝑡) = {(𝑦, 𝜏) : 𝑍(𝑥, 𝑡; 𝑦, 𝜏) > 𝜋−𝑚
2 ‖𝑎‖

1
2 𝑟−2𝑚} =

{(𝑦, 𝜏) : (𝑑( 1

𝑡− 𝜏
)𝑦 − 𝑒−𝛽𝑑(

1

𝑡− 𝜏
)𝑥)𝑇𝑎(𝑑(

1

𝑡− 𝜏
)𝑦 − 𝑒−𝛽𝑑(

1

𝑡− 𝜏
)𝑥) < 𝑚 ln

𝑟2

𝑡− 𝜏
, 𝜏 < 𝑡}

Из опрделения видно, что 𝜏 удовлетворяет слдуюшему условию 𝑡 − 𝑟2 < 𝜏 <
𝑡. Каждое сечение шароида горизонтальной плостькостью 𝜏 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 является m-
мерным элипсоидом с центром в точк (𝑒(𝑡−𝜏)𝛽𝑥, 𝜏) при изминения 𝜏 ∈ (𝑡 − 𝑟2, 𝑡) эта
точка движется по кривой (𝑒(𝑡−𝜏)𝛽𝑥, 𝜏),соединяющей самую нижнюю точку шароида
(𝑒𝑟

2𝛽𝑥, 𝑡 − 𝑟2) самой верхней точкой (𝑥, 𝑡), так что центр шароида на самом деле
лежить на его границе (на сфероиде). При таком движении эллипсоид изменяет свои
размеры,врашается и вырождается в нижнем и верхнем положениях. Если 𝜌 < 𝑟 то
𝑄𝑟(𝑥, 𝑡) ⊂ 𝑄𝜌(𝑥, 𝑡) и центр шароида лежит на сфероиде, при 𝑟 → 0 𝑄𝑟(𝑥, 𝑡) и 𝜕𝑄𝑟(𝑥, 𝑡)
монотонно стягивается к центру (𝑥, 𝑡). Поэтому сушествует такое 𝑟 > 0, что при
(𝑥, 𝑡) ∈ Ω, 𝑄𝑟(𝑥, 𝑡) ⊂ Ω. Пусть 𝑟 > 0 такое, что 𝑄𝑟(𝑥, 𝑡) ⊂

_
Ω тогда для решения задачи

справедлива следуюшая формула

𝑢(𝑥, 𝑡) = (𝐸𝑟𝑢)(𝑥, 𝑡) +

∫︁∫︁
𝑄𝑟(𝑥,𝑡)

[𝑍(𝑥, 𝑡; 𝑦, 𝜏)− 𝜋−𝑚
2 ‖𝑎‖

1
2 𝑟−2𝑚]𝑓(𝑦, 𝜏)𝑑𝑦𝑑𝜏 (4)

где

(𝐸𝑟𝑢)(𝑥, 𝑡) = (
2𝑚

𝜋
)
𝑚
2

1∫︁
0

𝜆2𝑚−1(ln
1

𝜆
)
𝑚
2

∫︁∫︁
𝑆1(0)

𝑢(𝑦(𝜆), 𝜏(𝜆))𝐻𝑇 (𝜃)4𝑏𝑎𝑏𝑇𝐻(𝜃)𝑑𝑠,

здесь 𝑆1(0)− (𝑚− 1)− мерная единичная сфера с обычными ортогональными коор-
динатами 𝜃 = (𝜃1,𝜃2, ..., 𝜃𝑚), 𝐻(𝜃) ∈ 𝑆1(0)−𝑚− мерный единичный вектор,

𝑦(𝜆) = 𝑒−𝑟2𝜆𝛽𝑥+ (2𝑚 ln
1

𝜆
)
1
2𝑑(𝑟2𝜆2)𝑏−1𝐻(𝜃)

𝜏(𝜆) = 𝑡− 𝑟2𝜆2

Пусть 𝑅(𝑥)− расстояние от точки 𝑥 до границы 𝐷, |𝑥|2𝑘 = 𝑥21+𝑥
2
2+ ....+𝑥

2
𝑘, 𝑅1(𝑥)−

расстояние от точки 𝑒−𝑟2𝛽𝑥 до границы 𝐷,

𝑟1(𝑥) = (
𝑅(𝑥)

|𝑥|𝑘
)
1
2 , 𝑟2 (𝑥) = {2𝑠ℎ(

1

3
𝐴𝑟𝑐𝑠ℎ(

3𝑒𝑅1(𝑥)2

(8𝑚)
))}.



62 Бакоев М.Т.

Лемма 1. Если 𝑟 = 𝑟 (𝑥, 𝑡) = min{𝑟1(𝑥), 𝑟2(𝑥), 𝑡
1
2}, то 𝑄𝑟 (𝑥, 𝑡) ⊂ Ω для (𝑥, 𝑡) ∈ Ω.

Доказатеьство. Из 𝜆 ∈ (0, 1) и 𝑡 − 𝜆2𝑟2 > 0 следует, что 𝑟 6 𝑡
1
2 . В начале прове-

рим условие , при котором точка 𝑒−𝑟2𝛽𝑥 находиться внутри области 𝐷,рассмотрим
растояние от точки 𝑥 до точки 𝑒−𝑟2𝛽𝑥⃒⃒⃒

𝑥− 𝑒−𝜆2𝑟2𝛽𝑥
⃒⃒⃒2

=
(︀
𝜆2𝑟2

)︀2 (︀
𝑥21 + 𝑥22 + ...+ 𝑥2𝑘

)︀
6 𝑟4 |𝑥|2𝑘 6 𝑅2 (𝑥)

Отсюда следует, что 𝑟 6
(︁

𝑅(𝑥)
|𝑥|𝑘

)︁ 1
2
= 𝑟1 (𝑥)

Далее найдем условие , при котором точка 𝑦(𝜆) принадлежить 𝐷.

⃒⃒⃒
𝑦(𝜆)− 𝑒−𝜆2𝑟2𝛽𝑥

⃒⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒
⃒
(︂
2𝑚 ln(

1

𝜆
)

)︂ 1
2

𝑑
(︀
𝜆2𝑟2

)︀
𝑏−1𝐻 (𝜃)

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

=

2𝑚 ln(
1

𝜆
)
⃒⃒
𝑑
(︀
𝜆2𝑟2

)︀
𝑏−1𝐻 (𝜃)

⃒⃒2
=

2𝑚𝜆2𝑟2 ln

(︂
1

𝜆

)︂
(4 |𝐻 (𝜃)|2𝑘 + (𝜆𝑟)4 ((

1

3
1
2

𝐻𝑘+1(𝜃)−𝐻1(𝜃))
2 + (

1

3
1
2

𝐻𝑘+2(𝜃)−𝐻2(𝜃))
2+

+...+ (
1

3
1
2

𝐻2𝑘(𝜃)−𝐻𝑘(𝜃))
2)) 6

2𝑚𝜆2𝑟2 ln

(︂
1

𝜆

)︂(︂
4 |𝐻 (𝜃)|2𝑘 +

4

3
(𝜆𝑟)4

)︂
6 8𝑚𝜆2𝑟2 ln

(︂
1

𝜆

)︂(︀
1 + 𝜆𝑟4

)︀
Пусть 𝑔 (𝜆) = 𝜆2 ln

(︀
1
𝜆

)︀
, тогда max 𝑔 (𝜆) = 𝑔

(︁
𝑒−

1
2

)︁
= 𝑒−1

2

8𝑚𝜆2𝑟2 ln

(︂
1

𝜆

)︂(︀
1 + 𝜆𝑟4

)︀
6 4𝑚𝑒−1𝑟2

(︂
1 +

𝑟4

3

)︂
6 𝑅12(𝑥)

или
𝑟6 − 3𝑟2 − 3𝑒𝑅12 (𝑥)

4𝑚
6 0

Решив неравенство получим

𝑟 6

(︃
2𝑠ℎ(

𝐴𝑟𝑐𝑠ℎ(3𝑒𝑅12(𝑥)
8𝑚

)

3
)

)︃ 1
2

= 𝑟2 (𝑥) .

Таким образом, если 𝑟 = 𝑟 (𝑥, 𝑡) = min{𝑟1(𝑥), 𝑟2(𝑥), 𝑡
1
2}, то 𝑄𝑟 (𝑥, 𝑡) ⊂ Ω for (𝑥, 𝑡) ∈ Ω.

Лемма доказана.
Приступим к построению Марковской цепи {(𝑥𝑗, 𝑡𝑗)}∞𝑗=0 на траекториях которой

будем строить несмещенную оценку решения 𝑢(𝑥, 𝑡) задачи (1)-(3). Взяв 𝑢(𝑥, 𝑡) = 1,
легко показать, что

1 = (
2𝑚

𝜋
)
𝑚
2

1∫︁
0

𝜆2𝑚−1(ln
1

𝜆
)
𝑚
2 𝑑𝜆

∫︁∫︁
𝑆1(0)

𝐻𝑇 (𝜃)4𝑏𝑎𝑏𝑇𝐻(𝜃)𝑑𝑠,

Отсюда следует, что ядро интегрального уравнения (4) можно рассматривать как
плотность распределения. Рассмотрим интеграл
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𝐽 = (2𝑚)
𝑚
2

1∫︁
0

𝜆2𝑚−1(ln
1

𝜆
)
𝑚
2 𝑑𝜆

Сделав 𝜆 = 𝑒
−𝑧
2𝑚 замену переменных , получим

𝐽 =

∫︁ ∞

0

𝑒−𝑧𝑧
𝑚
2 𝑑𝑧 =

𝐺(1 + 𝑚
2
)

2𝑚

Известно, что функция 𝑒−𝑧𝑧
𝑚
2 𝑑𝑧

𝐺(1+𝑚
2
)

является плотностью распределения гамма-
распределенной случайной величины с параметром

(︀
1 + 𝑚

2

)︀
.

Известно, что одно из представлений матрицы 𝑏 удовлетворяюшей соотношению
𝑎 = 𝑏𝑇 𝑏 имеет следуюший вид

𝑏 =
1

2

(︂
𝐼𝑘 0

3
1
2 𝐼𝑘 2 (3)

1
2 𝐼𝑘

)︂
Тогда

𝐻𝑇 𝑏𝑎𝑏𝑇𝐻 =
𝑘∑︁

𝑖=1

(︁
𝐻𝑖 + 3

1
2𝐻𝑘+𝑖

)︁2
.

Смоделируем случайный вектор с плотностью распределения

𝑃 (𝐻) = 𝑃 (𝐻1, 𝐻2, ..., 𝐻𝑚) =
1

2𝜎𝑚
(

𝑘∑︁
𝑖=1

(𝐻𝑖 + 3
1
2𝐻𝑘+𝑖)

2)𝜒𝑆1(0)(𝐻)

где 𝜒𝑆(𝐻)− индикатор множества 𝑆,𝜎𝑚-плошадь поверхности m-мерной единич-
ной сферы. Так как 𝐻1, 𝐻2, ..., 𝐻2𝑘 является координатами единичного вектора спра-
ведливо неравенство

𝑘∑︁
𝑖=1

(𝐻𝑖 + 3
1
2𝐻𝑘+𝑖)

2 6 4

Следовательно можно моделировать случайный вектор методом Неймана.
Алгоритм
1. Моделируется 𝜔 = (𝜔1, 𝜔2, ..., 𝜔𝑚)− изотропный вектор и 𝛾− равномерно распре-

деленная в (0, 1) случайная велина.
2. 𝜂 = 4𝛾
3. Если

∑︀𝑘
𝑖=1(𝜔𝑖 + 3

1
2𝜔𝑘+𝑖)

2 > 𝜂 то 𝜔 принимается, иначе повторять с пункта 1)
Пусть {𝜉𝑗}∞𝑗=1 последовательность независимых гамма -распределенных случай-

ных величин с параметром
(︀
1 + 𝑚

2

)︀
, {𝜔𝑗}∞𝑗=1− последовательность независимых век-

торов с плотностью распределения 𝑃 (𝐻).
Определим цеп Маркова в Ω следуюшими рекуррентными соотношениями

𝑥0 = 𝑥, 𝑡0 = 𝑡

𝑡𝑗 = 𝑡𝑗−1 − 𝑟2𝑗−1 exp(−
𝜉𝑗
𝑚
)

𝑥𝑗𝑖 = 𝑥𝑗−1
𝑖 + 2𝑟𝑗−1 exp

(︂
−𝜉𝑗
𝑚

)︂
𝜉

1
2
𝑗 𝜔

𝑗
𝑖

𝑥𝑗𝑘+𝑖 = 𝑥𝑗−1
𝑘+𝑖 +

1

3
1
2

𝑟3𝑗−1 exp(
−3𝜉𝑗
2𝑚

)𝜉
1
2
𝑗 𝜔

𝑗
𝑘+𝑖 − 𝑟

2
𝑗 exp(−

𝜉𝑗
𝑚
)𝑥𝑗−1

𝑖 − 𝑟3𝑗−1 exp(−
3𝜉𝑗
2𝑚

)𝜉
1
2
𝑗 𝜔

𝑗
𝑖 ,

(5)
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где 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑘; 𝑗 = 1, 2, ...; 𝑟𝑗−1 = 𝑟(𝑥𝑗−1, 𝑡𝑗−1)
Тепер формулу (4) мы можем записать следующем виде

𝑢 (𝑥𝑛, 𝑡𝑛) = 𝐸(𝑥𝑛,𝑡𝑛)𝑢(𝑥
𝑛+1, 𝑡𝑛+1)+

+
∫︀∫︀

𝑄𝑟(𝑥𝑛,𝑡𝑛)
𝑓 (𝑦, 𝜏)

[︁
𝑍 (𝑥𝑛, 𝑡𝑛; 𝑦, 𝜏)− 𝜋−𝑚

2 |𝑎|
1
2 𝑟−2𝑚

]︁
𝑑𝑦𝑑𝜏

(6)

Лемма 2. Марковский цепь {(𝑥𝑛, 𝑡𝑛)}∞𝑛=0 сходится при 𝑛→∞ с вероятностью
1 к случайной точке (𝑥∞, 𝑡∞) ∈ 𝜕Ω = (𝜕𝐷 × [0, 𝑡))𝑈(𝜕𝐷 × {0})
Доказательство. Из (5) видно ,что поледовательность {𝑡𝑛}∞𝑛=0− убывающая, кроме
того 𝑡𝑛 > 0. Значить при 𝑛 → ∞ она имеет предел 𝑡∞ = lim 𝑡𝑛. Пусть 𝑈𝑛 − 𝜎-
алгебра , порожденная случайными величинами 𝜉1, 𝜉2, ..., 𝜉𝑛 и векторами 𝜔1, 𝜔2, ..., 𝜔𝑛.
Тогда координаты векторного процесса {𝑥𝑛}∞𝑛=1 образуют ограниченный мартингал
относительно {𝑈𝑛}∞𝑛=1 . Из определения 𝑈𝑛 и формулы (5) видно, что 𝑥𝑛 является
𝑈𝑛-измеримой. 𝐸(𝑥𝑛+1/𝑈𝑛) = 𝐸. Поэтому процесс {𝑥𝑛}∞𝑛=0 сходится с вероятносью
1. Пусть (𝑥∞, 𝑡∞) = lim

𝑛→∞
(𝑥𝑛, 𝑡𝑛). Покажем, что (𝑥∞, 𝑡∞) ∈ 𝜕Ω. Если 𝑡∞ = 0, то это

очевидно. Пуст 𝑡∞ > 0, тогда

𝐸(𝑥,𝑡)

⃒⃒
𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛

⃒⃒
6 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡× 𝐸(𝑥,𝑡)𝑟(𝑥

𝑛, 𝑡𝑛)

Пользуясь непрерывностью 𝑟(𝑥, 𝑡) и применяя теорему Лебега о мажорируемой
сходимости, получаем 𝐸(𝑥,𝑡)𝑟(𝑥

∞, 𝑡∞) = 0.Значить 𝑟(𝑥∞, 𝑡∞) = 0 п.н., Из определения
𝑟(𝑥, 𝑡) имеем 𝑅(𝑥∞) = 0 и 𝑥∞ ∈ 𝜕𝐷. Лемма доказанно .

Определим последовательность случайных величин {𝜂𝑛}∞𝑛=1 следуюшим равен-
ством

𝜂𝑛 =
𝑛−1∑︁
𝑘=0

ℎ(𝑥𝑘, 𝑡𝑘)𝑓(𝑦𝑘, 𝜏 𝑘) + 𝑢(𝑥𝑛, 𝑡𝑛)

где

ℎ(𝑥, 𝑡) =

∫︁∫︁
𝑄𝑟(𝑥,𝑡)

[︁
𝑍 (𝑥, 𝑡; 𝑦, 𝜏)− 𝜋−𝑚

2 |𝑎|
1
2 𝑟−2𝑚

]︁
𝑑𝑦𝑑𝜏

и
(︀
𝑦𝑘, 𝜏 𝑘

)︀
случайный точка шароида при фиксированном (𝑥𝑘, 𝑡𝑘) имеющая плотность

распределения

𝑍
(︀
𝑥𝑘, 𝑡𝑘; 𝑦, 𝜏

)︀
− 𝜋−𝑚

2 |𝑎|
1
2 𝑟−2𝑚

ℎ(𝑥𝑘, 𝑡𝑘)

Взяв 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑡 и применив формулу (6) для 𝑗 = 1 и из (5) получим

ℎ(𝑥, 𝑡) = 𝑟2(𝑥, 𝑡)𝐸 exp(
𝜉

𝑚
) =

(︂
𝑚

𝑚+ 1

)︂1+𝑚
2

𝑟2(𝑥, 𝑡). (7)

Пусть {Im𝑖}∞𝑙=0 последовательность 𝜎-алгебр, порожденная случайными величи-
нами 𝜉1, 𝜉2, ..., 𝜉𝑛 , последовательностью векторов 𝜔1, 𝜔2, ..., 𝜔𝑛 и случайными точками
(𝑦0, 𝜏 0) , (𝑦1, 𝜏 1) , ...,

(︀
𝑦𝑙−1, 𝜏 𝑙−1

)︀
, 𝑢𝑓,𝑓1,𝑓2(𝑥,𝑡) решение задачи (1)-(3) отвечающим дан-

ным 𝑓(𝑥, 𝑡), 𝑓1(𝑥, 𝑡), 𝑓2(𝑥).
Теорема 1. a) Последовательность {𝜂𝑛}∞𝑛=1 образует мартингал относительно 𝜎-
алгебры {Im𝑖}∞𝑙=0

b) Если 𝑢𝑓2,0,0(𝑥, 𝑡) <∞ и 𝑢|𝑓 |,0,0(𝑥, 𝑡) <∞ то {𝜂𝑛}∞𝑛=1 является квадратично инте-
грируемый мартингал.
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Доказательство. Используя свойство условных математических ожиданий и фор-
мулы (6) получим

𝐸(𝑥,𝑡) (𝜂𝑙+1/ Im𝑙) = 𝐸(𝑥,𝑡)

(︃
𝑛∑︁

𝑘=0

ℎ(𝑥𝑘, 𝑡𝑘)𝑓(𝑦𝑘, 𝜏 𝑘) + 𝑢(𝑥𝑛+1, 𝑡𝑛+1)/ Im𝑙

)︃
=

= 𝐸(𝑥,𝑡)

(︃
𝑛−1∑︁
𝑘=0

ℎ(𝑥𝑘, 𝑡𝑘)𝑓(𝑦𝑘, 𝜏 𝑘)/ Im𝑙

)︃
+ 𝐸(𝑥,𝑡)ℎ(𝑥

𝑛, 𝑡𝑛)𝑓(𝑦𝑛, 𝜏𝑛)/ Im𝑙 +

+𝐸(𝑥,𝑡)𝑢(𝑥
𝑛+1, 𝑡𝑛+1) =

=
𝑛−1∑︁
𝑘=0

ℎ(𝑥𝑘, 𝑡𝑘)𝑓(𝑦𝑘, 𝜏 𝑘) + 𝑢(𝑥𝑛, 𝑡𝑛) = 𝜂𝑛

Отсюда следеут, что {𝜂𝑛}∞𝑛=1 образует мартингал относительно {Im𝑙}∞𝑙=0 .
b) Докажем, что 𝐸(𝑥,𝑡)𝜂

2 <∞ Достаточно показать, что

𝐼 = 𝐸(𝑥,𝑡)

(︃
𝑛−1∑︁
𝑘=0

ℎ(𝑥𝑘, 𝑡𝑘)𝑓(𝑦𝑘, 𝜏 𝑘)

)︃2

<∞

𝐼 = 𝐸(𝑥,𝑡)

𝑛−1∑︁
𝑘=0

ℎ2(𝑥𝑘, 𝑡𝑘)𝑓 2(𝑦𝑘, 𝜏 𝑘) + 2𝐸(𝑥,𝑡)

𝑛−2∑︁
𝑗=0

𝑛−1∑︁
𝑘=𝑗+1

ℎ(𝑥𝑘, 𝑡𝑘)𝑓(𝑦𝑘, 𝜏 𝑘)ℎ(𝑥𝑗, 𝑡𝑗)𝑓(𝑦𝑗, 𝜏 𝑗)

Разбивая I на две слагаемых 𝐼 = 𝐼1 + 𝐼2 покажем конечности I

𝐼1 = 𝐸(𝑥,𝑡)

𝑛−1∑︁
𝑘=0

ℎ2(𝑥𝑘, 𝑡𝑘)𝑓 2(𝑦𝑘, 𝜏 𝑘) 6

(︂
𝑚

𝑚+ 1

)︂(1+𝑚
2 )
𝑡𝐸(𝑥,𝑡)

𝑛−1∑︁
𝑘=0

ℎ(𝑥𝑘, 𝑡𝑘)𝑓 2(𝑦𝑘, 𝜏 𝑘) 6

(︂
𝑚

𝑚+ 1

)︂(1+𝑚
2 )
𝑡𝑢𝑓2,0,0 (𝑥, 𝑡) <∞

𝐼2 = 2𝐸(𝑥,𝑡)

𝑛−2∑︁
𝑗=0

𝑛−1∑︁
𝑘=𝑗+1

ℎ(𝑥𝑘, 𝑡𝑘)𝑓(𝑦𝑘, 𝜏 𝑘)ℎ(𝑥𝑗, 𝑡𝑗)𝑓(𝑦𝑗, 𝜏 𝑗) 6

2𝐸(𝑥,𝑡)

𝑛−2∑︁
𝑗=0

𝑛−1∑︁
𝑘=𝑗+1

ℎ(𝑥𝑘, 𝑡𝑘)|𝑓(𝑦𝑘, 𝜏 𝑘)|ℎ(𝑥𝑗, 𝑡𝑗)|𝑓(𝑦𝑗, 𝜏 𝑗)| 6

2𝐸(𝑥,𝑡)

𝑛−2∑︁
𝑗=0

ℎ(𝑥𝑗, 𝑡𝑗)|𝑓(𝑦𝑗, 𝜏 𝑗)|𝑢|𝑓 |,0,0 (𝑥, 𝑡) 6

2( max
𝑥∈𝐷,𝜏<𝑡

𝑢|𝑓 |,0,0(𝑥, 𝜏)𝐸(𝑥,𝑡)

𝑛−2∑︁
𝑗=0

ℎ(𝑥𝑗, 𝑡𝑗)|𝑓(𝑦𝑗, 𝜏 𝑗)| 6

2( max
𝑥∈𝐷,𝜏<𝑡

𝑢|𝑓 |,0,0(𝑥, 𝜏)𝑢|𝑓 |,0,0(𝑥, 𝑡) <∞
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Таким образом 𝐸(𝑥,𝑡)𝜂
2 <∞. Теорема доказано.

Для численной реализации оценки 𝜂𝑛 неоходимо оценить значение следуюшего
интеграла [см. 3,4]

𝑓(𝑥, 𝑡) =

∫︁∫︁
𝑄𝑟(𝑥𝑛,𝑡𝑛)

𝑓 (𝑦, 𝜏)
[︁
𝑍 (𝑥𝑛, 𝑡𝑛; 𝑦, 𝜏)− 𝜋−𝑚

2 |𝑎|
1
2 𝑟−2𝑚

]︁
𝑑𝑦𝑑𝜏

Лемма 3. Функцию 𝑓(𝑥, 𝑡) можно представить в виде математического ожи-
дания

𝑓(𝑥, 𝑡) =

(︂
𝑚

𝑚+ 1

)︂1+𝑚
2

𝑟2𝐸(𝑥,𝑡)𝑓 (𝑦 (𝜉, 𝜁, 𝜔) , 𝜏 (𝜉, 𝜁))

где

𝑦 (𝜉, 𝜁, 𝜔) = 𝑒−𝑟2 exp(− 𝜉
𝑚+1

)𝜁
1
𝑚 𝛽𝑥+

(︂
𝑚𝜁

𝑚+ 1

)︂ 1
2

𝑑

(︂
𝑟2 exp

(︂
− 𝜉

𝑚+ 1

)︂
𝜁

1
𝑚

)︂
𝑏−1𝜔,

𝜏 (𝜉, 𝜁) = 𝑡− 𝑟2 exp
(︂
− 𝜉

𝑚+ 1

)︂
𝜁

1
𝑚 ,

Здесь 𝜉 гамма-распределенная случайная величина с параметром
(︀
𝑚
2

)︀
, 𝜁 бета рас-

пределенная случайная величина с параметром
(︀
𝑚
2
, 2
)︀

и 𝜔 изотропный единичный
вектор в 𝑅𝑚.
Доказательство. Введем область

𝑄𝑟 =

{︂
(𝑦, 𝜏) : 𝑦𝑇𝑑

(︂
1

𝜏

)︂
𝑦 < 𝑚 ln

(︂
𝑟2

𝜏

)︂
, 𝜏 > 0

}︂
Тогда имеем

𝑓(𝑥, 𝑡) =
‖𝑎‖
𝜋

1
2 𝑟2𝑚

∫︁∫︁
𝑄𝑟

[︂
exp

(︂
−𝑦𝑇𝑑

(︂
1

𝜏

)︂
𝑎𝑑

(︂
1

𝜏

)︂
𝑦

)︂
− 1

]︂
𝑓
(︀
𝑒−𝜏𝛽𝑥+ 𝑦, 𝑡− 𝜏

)︀
𝑑𝑦𝑑𝜏

Сделаем в этом интеграле замену переменныхъ интегрирования (𝑦, 𝜏) на (𝜌, 𝜆, 𝜃)
по формулам

𝑦 =

(︂
2𝑚 ln

(︂
1

𝜆

)︂)︂ 1
𝜆

𝑑
(︀
𝜆2𝜌2

)︀
𝑏−1𝐻 (𝜃) ,

𝜏 = 𝑡− 𝜆2𝜌2

Несложные вычисления показывает, что

𝑑𝑦𝑑𝜏 = ‖𝑎‖−
1
2 (2𝑚)

𝑚
2 𝜆2𝑚+1

(︂
ln

(︂
1

𝜆

)︂)︂𝑚
2
−1

𝑑𝜌𝑑𝜆𝑑𝑠

𝑟2𝑚𝜏−𝑚 exp

(︂
−𝑦𝑇𝑑

(︂
1

𝜏

)︂
𝑎𝑑

(︂
1

𝜏

)︂
𝑦

)︂
= 𝑟2𝑚𝜌−2𝑚

область интегрирования переобразуется в (0 6 𝜌 6 𝑟)𝑥 (0 6 𝜆 6 1)𝑥𝑆1 (0). Отсю-
да, получим
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𝑓(𝑥, 𝑡) =
(2𝑚)

𝑚
2

𝜋
𝑚
2 𝑟2𝑚

𝑟∫︁
0

𝜌
(︀
𝑟2𝑚 − 𝜌2𝑚

)︀
𝑑𝜌

1∫︁
0

𝜆2𝑚+1

(︂
ln

(︂
1

𝜆

)︂)︂𝑚
2
−1

*

*
∫︁∫︁
𝑆1(0)

𝑓

(︃
𝑒−𝜆2𝜌2𝛽𝑥+

(︂
2𝑚 ln

(︂
1

𝜆

)︂)︂ 1
2

𝑑
(︀
𝜌2𝜆2

)︀
𝑏−1𝐻(𝜃), 𝑡− 𝜆2𝜌2

)︃
𝑑𝑠

Сначала во внутреннем интеграле сделаем замену переменных 𝜆 = 𝑒−
𝑧

2(𝑚+1) , затем
во внешнем интеграле 𝜌 = 𝑣

1
2𝑚 𝑟, тогда получим

𝑓 (𝑥, 𝑡) =

𝑟2

2𝑚𝜋
𝑚
2

𝑐𝑚

1∫︁
0

𝑣
1
𝑚 (1− 𝑣) 𝑑𝑣

∞∫︁
0

𝑒−𝑧𝑧
𝑚
2
−1𝑑𝑧

∫︁∫︁
𝑆1(0)

𝑓 (𝑦 (𝑧, 𝑣,𝐻(𝜃)) , 𝜏 (𝑧, 𝑣)) 𝑑𝑠 =

𝑟2𝑐𝑚

1∫︁
0

𝑣
1
𝑚 (1− 𝑣)
𝐵
(︀

1
𝑚
, 2
)︀ 𝑑𝑣 ∞∫︁

0

𝑒−𝑧𝑧
𝑚
2
−1

𝐺
(︀
𝑚
2

)︀ 𝑑𝑧

∫︁∫︁
𝑆1(0)

1

𝜎𝑚
𝑓 (𝑦 (𝑧, 𝑣,𝐻(𝜃)) , 𝜏 (𝑧, 𝑣)) 𝑑𝑠 =

𝑟2𝑐𝑚

1∫︁
0

𝑃1 (𝑣) 𝑑𝑣

∞∫︁
0

𝑃2(𝑧)𝑑𝑧

∫︁∫︁
𝑆1(0)

𝑃3(𝐻(𝜃))𝑓 (𝑦 (𝑧, 𝑣,𝐻(𝜃)) , 𝜏 (𝑧, 𝑣)) 𝑑𝑠 =

𝑟2𝑐𝑚𝐸(𝑥,𝑡)𝑓 (𝑦 (𝜉, 𝜁, 𝜔) , 𝜏 (𝜉, 𝜁))

Где 𝜉 -случайная величина с плотностью расределения 𝑃2(𝑧) = 𝑒−𝑧𝑧
𝑚
2 −1

𝐺(𝑚
2 )

(гамма-

распределения), 𝜁 -случайная величина с плотностью распределения 𝑃3(𝑧) =
𝑣

1
𝑚 (1−𝑣)

𝐵( 1
𝑚
,2)

(бетта -распределения, B(.,.)-бетта функция) , 𝜔 случайный вектор с плотностью
𝑃3(𝐻) = 1

𝜎𝑚
, (𝜎𝑚 = 2𝜋

𝑚
2

𝐺(𝑚
2
)
)− поверхность единичной сферы Лемма доказана. Вы-

числительно реализуемая оценка строится следуюшим образом. Пусть 𝜀 -достаточно
мало ,

(𝜕Ω)𝜀 = (𝐷𝑥 [0, 𝜀]) ∪ ((𝜕𝐷)𝜀 𝑥 [0, 𝑡])

внутренная 𝜀 -окрестность границы и 𝑁𝜀 момент первого попадания процесса на
(𝜕Ω)𝜀 ,

𝑁𝜀 = min {𝑛 : (𝑥𝑛, 𝑡𝑛) ∈ (𝜕Ω)𝜀}

𝑅2 наибольшее растояние от начало координат до границы области 𝐷.

𝜃 (𝜀) = min

{︃
𝜀2

𝑅2
,

(︂
2𝑠ℎ

(︂
1

3
𝐴𝑟𝑐𝑠ℎ

(︂
3𝑒𝜀2

8𝑚

)︂)︂)︂ 1
2

, 𝜀

}︃

Лемма 4

𝐸(𝑥,𝑡)𝑁𝜀 6

(︀
𝑚+1
𝑚

)︀1+𝑚
2 𝑡

𝜃 (𝜀)
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Доказательство. Взяв 𝑢 (𝑥, 𝑡) = 𝑡 и применив формулы (6) и (7) получим

𝑡 = 𝑢1,𝑡,0 > 𝐸(𝑥,𝑡)

𝑁𝜀−1∑︁
𝑗=1

ℎ
(︀
𝑥𝑗, 𝑡𝑗

)︀
=

𝑚

𝑚+ 1

1+𝑚
2
𝐸(𝑥,𝑡)

𝑁𝜀−1∑︁
𝑗=1

𝑟2
(︀
𝑥𝑗, 𝑡𝑗

)︀
Из определения 𝑟 (𝑥, 𝑡) получим

𝑟2
(︀
𝑥𝑗, 𝑡𝑗

)︀
= min

{︀
𝑟21
(︀
𝑥𝑗
)︀
, 𝑟22
(︀
𝑥𝑗
)︀
, 𝑡𝑗
}︀
>

> min

{︃
𝜀2

𝑅2
,

(︂
2𝑠ℎ

(︂
1

3
𝐴𝑟𝑐𝑠ℎ

(︂
3𝑒𝜀2

8𝑚

)︂)︂)︂ 1
2

, 𝜀

}︃
= 𝜃 (𝜀)

отсюда, получим

𝑡 >

(︂
𝑚

𝑚+ 1

)︂1+𝑚
2

𝜃 (𝜀)𝐸(𝑥,𝑡)𝑁𝜀

или

𝐸(𝑥,𝑡)𝑁𝜀 6

(︀
𝑚+1
𝑚

)︀1+𝑚
2 𝑡

𝜃 (𝜀)

Лемма доказана.
Теорема 2. Случайная величина 𝜂𝑁𝜀 является несмещенной оценкой с конечной
дисперсией для 𝑢 (𝑥, 𝑡).

Из равномерной интегрируемости 𝜂𝑁𝜀 , конечности 𝑁𝜀 и формулы (10) следует

𝐸(𝑥,𝑡)𝜂𝑁𝜀 = 𝐸(𝑥,𝑡)𝜂1 = 𝑢 (𝑥, 𝑡)

Из определения 𝜂𝑁𝜀 и 𝜂∞ следует , что 𝐷𝜂𝑁𝜀 6 𝐷𝜂∞. Так как

𝐸𝜂2∞ 6 𝑐𝑚𝑡𝑢𝑓2,0,0 (𝑥, 𝑡) + 2

(︂
max

𝑥∈𝐷,𝜏<𝑡
𝑢|𝑓 |,0,0 (𝑥, 𝜏)

)︂
𝑢|𝑓 |,0,0 (𝑥, 𝑡) + 𝑢0,𝑓2

1 ,𝑓
2
2
(𝑥, 𝑡)+

+ 𝑢|𝑓 |,0,0 (𝑥, 𝑡)𝑢0,𝑓1,𝑓2 (𝑥, 𝑡) ,

Пусть (𝑥*, 𝑡*) ближайшая точка границы к точке (𝑥, 𝑡), 𝜓(𝑥, 𝑡) = 𝑓2 (𝑥) если 𝑡 = 0
и 𝜓 (𝑥, 𝑡) = 𝑓1 (𝑥, 𝑡) если (𝑥, 𝑡) ∈ (𝜕𝐷)𝜀 𝑥 [0, 𝑡]. Заменив 𝑢

(︀
𝑥𝑁𝜀 , 𝑡𝑁𝜀

)︀
на 𝜓

(︀
𝑥*𝑁𝜀 , 𝑡*𝑁𝜀

)︀
в 𝜂𝑁𝜀 получим сещенная но практически реализумая оценка для 𝑢(𝑥, 𝑡) 𝜂𝜀 которого
конечно .

𝜂𝑁𝜀 =
𝑁𝜀−1∑︁
𝑘=0

ℎ(𝑥𝑘, 𝑡𝑘)𝑓(𝑦𝑘, 𝜏 𝑘) + 𝑢(𝑥𝑁𝜀 , 𝑡𝑁𝜀)

𝜂*𝑁𝜀
=

𝑁𝜀−1∑︁
𝑘=0

ℎ(𝑥𝑘, 𝑡𝑘)𝑓(𝑦𝑘, 𝜏 𝑘) + 𝜓(𝑥*𝑁𝜀 , 𝑡*𝑁𝜀)

Если 𝑢 (𝑥, 𝑡) удовлетворяет условию Липщица

|𝑢 (𝑥, 𝑡)− 𝑢 (𝑦, 𝜏)| 6 𝐴
(︀
|𝑥− 𝑦|2 + |𝑡− 𝜏 |2

)︀ 1
2

тогда смешение не перевосходит 𝐴𝜀. Таким образом⃒⃒
𝑢 (𝑥, 𝑡)− 𝜂*𝑁𝜀

⃒⃒
6 𝐴𝜀
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и
𝐷𝜂*𝑁𝜀

6 𝐷𝜂𝑁𝜀 + 8𝐴2𝜀.

3 Алгоритм и численные результаты
1. Ввести точку (𝑥, 𝑡) ∈ Ω число траектории N и 𝜀
2. 𝑠1← 0, 𝑠2← 0, 𝑠3← 0, 𝑖← 0
3. 𝑖← 𝑖+ 1
4. (𝑥0, 𝑡0)← (𝑥, 𝑡) , 𝑠← 0, 𝑠4← 0
5. Найти 𝑅 (𝑥0) , 𝑅1 (𝑥0) и вычислить 𝑟 (𝑥0, 𝑡0)
6. Получить реализации 𝜉 и 𝜔 гамма-распределенной случайной величины с пара-

метром
(︀
1 + 𝑚

2

)︀
и изотропного вектора, вычислить 𝑡1 по первой формуле, на-

чальный 𝑘 компоненты 𝑥 по второй, остальные 𝑘 по третьей формулы из ()
7. Если (𝑥, 𝑡) ∈ (𝜕Ω)𝜀 то перейти к пункту 11,иначе к пункту 8
8. Получить реализации 𝜉1, 𝜂 и 𝜔 гамма-распределенной случайной величины с па-

раметром
(︀
𝑚
2

)︀
,бета распределенной случайной величины с параметром

(︀
2, 2

𝑚

)︀
и

и изотропных векторов соответственно ,вычислить (𝑦1, 𝜏1) по формуле ()
9. 𝑠← 𝑠+ ℎ (𝑥1, 𝑡1) * 𝑓(𝑦1, 𝜏1), 𝑠4← 𝑠4 + 1

10. (𝑥0, 𝑡0)← (𝑥1, 𝑡1) goto 5
11. 𝑠← 𝑠+ 𝑢 (𝑥1*, 𝑡1*)
12. 𝑠1← 𝑠1 + 𝑠, 𝑠2← 𝑠2 + 𝑠 * 𝑠, 𝑠3← 𝑠3 + 𝑠4
13. Если 𝑖 < 𝑁 тогда перейти к пункту 4, иначе к пункту 14
14. 𝑠1← 𝑠1

𝑁
, 𝑠2← 𝑠2

𝑁
− 𝑠1 * 𝑠1, 𝑠2← 3 *

√︁
𝑠2
𝑁
, 𝑠3← 𝑠3

𝑁
.

15. Выводить 𝑠1, 𝑠2, 𝑠3.

Чиленные результаты. Пусть 𝑥 = (𝑥1,𝑥2) ∈ 𝐷 ⊂ 𝑅2, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] , 𝐷 единичный
квадрать. Решим следующую задачу.

𝜕𝑢 (𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

𝜕𝑡
− 𝜕2𝑢 (𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

𝜕𝑥21
+ 𝑥1

𝜕𝑢 (𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

𝜕𝑥2
= 𝑓 (𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

𝑢 (𝑥1, 𝑥2, 𝑡) = 𝑓1 (𝑥1, 𝑥2, 𝑡) , (𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝜕𝐷

𝑢 (𝑥1, 𝑥2, 0) = 𝑓2 (𝑥1, 𝑥2) , (𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝐷

где

𝑓 (𝑥1, 𝑥2, 𝑡) =
(︀
𝑥1𝑥2 − (𝑥2𝑡)

2 + 𝑥21𝑡
)︀
exp (𝑥1𝑥2𝑡)

𝑓2(𝑥1, 𝑥2) = 1

𝑓1 (𝑥1, 𝑥2, 𝑡) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1 if 𝑥1 = 0

exp (𝑥2𝑡) if 𝑥1 = 1
1 if 𝑥2 = 0

exp (𝑥1𝑡) if 𝑥2 = 1

Точное решение 𝑢 (𝑥, 𝑡) = exp (𝑥1𝑥2𝑡) , 𝜀 = 0.05
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N Точка (𝑥1, 𝑥2, 𝑡) Точное решение Оценка 3𝜎 𝐸𝑁𝜀

1000 (0.5, 0.5, 0.5) 1.1331 1.1636 0.0132 9.356
1000 (0.4, 0.4, 0.4) 1.0661 1.0884 0.0084 10.172
1000 (0.3, 0.3, 0.4) 1.0274 1.042 0.0047 12.378
1000 (0.6, 0.6, 0.4) 1.2411 1.2869 0.0191 9.316
1000 (0.3, 0.3, 0.3) 1.065 1.0886 0.0112 14.143
1000 (0.5, 0.5, 0.7) 1.1912 1.2315 0.0196 9.812
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