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В необратимом гидродинамическом приближении получена замкнутая система
динамических интегродифференциальных уравнений первого порядка относитель-
но компонент скоростей вектора смещений упругого пористого тела, насыщающей
жидкости и тензора напряжений. Исследована зависимость дисперсионного соотно-
шения полученной системы от физических и кинетических параметров.

Ключевые слова: пористая среда, сила трение, проницаемость, гиперболическая
система, скорость смещений, относительная скорость, интеграл свертки.

Цитирование: Имомназаров Х.Х., Юсупов Р.К.Интегродифференциальное урав-
нение возникающее в динамической теории пороупругости // Проблемы вычисли-
тельной и прикладной математики. — 2018. — № 6(18). — С. 51–56.

1 Введение
Присутствие воды и газа в подземных резервуарах приводит к фазовым сдвигам

и зависимости от частоты изменения амплитуды сейсмических волн (например, [1,
2]).

В работах [3, 4] ввели двухфазную модель среды для описания взаимосвязанного
распространения волн в пористой флюидонасыщенной среде. Большое внимание уде-
ляется также моделям диссипации пористой среды и способам ее учета в уравнениях
состояния.

Теория Френкеля-Био является линейной теорией эффективных двухфазных сред
(модель среды состоит из жесткого пористого каркаса и насыщающей жидкости за-
полняющей поры), уравнения которой выводятся при некоторых допущениях на ос-
нове постулирования определений функции плотности энергии упругой деформации
и кинетической энергии. С использованием методов осреднения разными автора-
ми были получены макроскопические уравнения динамической пороупругости (см.,
например, [5-11]), которые в целом согласуются с теорией Френкеля-Био в случае
слабовязкого насыщающего флюида.

Фундаментальное свойство упруго-пористой насыщенной среды, следующее из
теории Био, состоит в том, что в таких средах могут распространяться две продоль-
ные волны, быстрая и медленная, а также поперечная волна.

Эта система описывает распространения сейсмических волн в пористой среде и
в изотропном случае содержит четыре независимых упругих параметра [3, 4]. Лине-
аризованная теория континуальной теории фильтрации является замкнутой систе-
мой дифференциальных уравнений второго порядка относительно векторов скорости
*Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследований (код про-
екта 16-01-00729, код проекта 16-07-01052)
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смещений упругого пористого тела и скорости жидкости [12, 13]. Также как тео-
рия Френкеля-Био описывает распространения сейсмических волн в пористой среде.
Фундаментальное свойство упруго-пористой насыщенной среды, состоит в том, что
в таких средах могут распространяться две продольные волны, быстрая и медлен-
ная, а также поперечная волна. В отличие от него в изотропном случае описывается
тремя независимыми упругими параметрами.

В 1987 году Джонсон-Коплик-Дашен (JKD) [14] получили общее выражение для
диссипации в случае случайных пор. Вязкие силы зависят в этой модели в частотной
области от квадратного корня от частоты. Следовательно, это приводит во временной
области к интегродифференциальному уравнению с сингулярным ядром.

В данной работе получена одномерная система динамических уравнений первого
порядка относительно компонент вектора смещений упругого пористого тела, насы-
щающей жидкости и тензора напряжений в диссипативном приближении.

2 Одномерная система динамических уравнений
пороупругости для поперечных волн в диссипативном
приближении
Рассмотрим распространение нелинейных поперечных сейсмических волн в слу-

чае, когда парциальные плотности матрицы пористого тела 𝜌𝑠, насыщающей жидко-
сти 𝜌𝑙, а также модуль сдвига 𝜇 являются постоянными, а сила трения, определяющая
диссипацию энергии, является функцией разности скоростей 𝜙 = 𝜙(𝑢−𝑣). При таких
предположениях система нелинейных одномерных уравнений пороупругости может
быть записана в следующем виде [15, 16]:

𝑢𝑡 = �̃�𝑥 − 𝜀𝜙,

�̃�𝑡 = 𝑐2𝑡 𝑢𝑥, (1)

𝑣𝑡 = 𝜙,

где 𝑢 и 𝑣 - скорости пористой матрицы и насыщающей жидкости, соответственно;
𝑢𝑡 = 𝜕𝑢

𝜕𝑡
, 𝑢𝑥 = 𝜕𝑢

𝜕𝑥
- операторы дифференцирования; 𝜌𝑠 = 𝜌𝑓𝑠 (1 − 𝜙), 𝜌𝑙 = 𝜌𝑓𝑙 𝜙, 𝜙 -

пористость, 𝜌𝑓𝑠 и 𝜌𝑓𝑙 - физические плотности пористого тела и насыщающей жидкости,
соответственно; 𝜌𝑠�̃� - тензор напряжений, 𝑐𝑡 =

√︀
𝜇/𝜌𝑠, 𝜀 = 𝜌𝑙/𝜌𝑠.

Линеаризуем систему (1), получим систему уравнений первого порядка

𝑢𝑡 = �̃�𝑥 − 𝜀𝜒𝜌𝑙(𝑢− 𝑣),

�̃�𝑡 = 𝑐2𝑡 𝑢𝑥, (2)

𝑣𝑡 = 𝜒𝜌𝑙(𝑢− 𝑣),

где 𝜒 - коэффициент межфазного трения.
В случае когда пористая среда является с памятью в системе (2) вводятся инте-

гральные операторы свертки [14, 17]:

𝑢𝑡 = �̃�𝑥 − 𝜀𝜒𝜌𝑙 * (𝑢− 𝑣),

�̃�𝑡 = 𝑐2𝑡 𝑢𝑥, (3)

𝑣𝑡 = 𝜒𝜌𝑙 * (𝑢− 𝑣),

где * - является оператором свертки во времени.
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В случае, когда поток жидкости в порах относится к типу Пуазейля, диссипатив-
ное члены в (3) даются выражением

𝜒(𝑡) = 𝜒0 𝛿(𝑡) ⇐⇒ 𝜒(𝑡) * 𝑤(𝑥, 𝑡) = 𝜒0𝑤(𝑥, 𝑡),

где 𝛿(𝑡) - функция Дирака.

3 Дисперсионный анализ
Исследуем условие существование решение системы (3) в виде плоских монохро-

матических волн
(𝑢, 𝑣, �̃�) = (𝑢0, 𝑣0, �̃�0) e𝑖(𝑘𝑥−𝜔 𝑡), (4)

Подставляя решения (4) в системе (3), приходим к однородным линейным однород-
ным линейным алгебраическим уравнениям на амплитуды 𝑢0, 𝑣0, �̃�0:

(𝜔 + 𝑖 𝜀 𝜌𝑙 �̂�(𝜔))𝑢0 − 𝑖 𝜀 𝜌𝑙 �̂�(𝜔) 𝑣0 + 𝑘�̃�0 = 0,

𝑘 𝑐2𝑡 𝑢0 + 𝜔 �̃�0 = 0, (5)

𝑖 𝜌𝑙 �̂�(𝜔)𝑢0 + (𝜔 + 𝑖 𝜌𝑙 �̂�(𝜔)) 𝑣0 = 0.

В (5) �̂�(𝜔) - преобразование Фурье от функции 𝜒(𝑡) по времени.
Условие существования решений вида (4) сводится к равенству нулю определи-

теля системы (5) и дисперсионное соотношение принимает вид

𝜔2

𝑘2

(︂
1 + 𝑖

�̂�(𝜔)

𝜔

𝜌𝑙
𝜌𝑠
𝜌

)︂
=

𝜇

𝜌𝑠

(︂
1 + 𝑖

�̂�(𝜔)

𝜔
𝜌𝑙

)︂
.

Эта выражение позволяет определить скорость 𝑐𝑡(𝜔) = 𝜔
𝑘
.

Представим 𝑐𝑡(𝜔) в виде

𝑐𝑡(𝜔) = 𝐴(𝜔) − 𝑖 𝐵(𝜔),

где 𝐴(𝜔) = 𝑅𝑒 𝑐𝑡(𝜔), 𝐵(𝜔) = −𝐼𝑚 𝑐𝑡(𝜔). В этом случае выражение (4) можно преоб-
разовать [13]

(𝑢, 𝑣, �̃�) = (𝑢0, 𝑣0, �̃�0) e−𝑖𝜔(𝑡−𝑥/𝑢(𝜔)) e−𝑥/𝜆𝜕(𝜔). (7)

Скорость поперечной волны 𝑢(𝜔) и длина поглощения 𝜆𝜕(𝜔) определяются посред-
ством 𝐴(𝜔) и 𝐵(𝜔) формулами

𝑢(𝜔) =
𝐴2(𝜔) +𝐵2(𝜔)

𝐴(𝜔)
,

𝜆𝜕(𝜔) =
𝐴2(𝜔) +𝐵2(𝜔)

𝜔𝐵(𝜔)
. (8)

Высокочастотным пределам фазовой скорости волн сдвига удовлетворяет соотноше-
ние

𝑐∞𝑡 =

√︂
𝜇

𝜌𝑠
.

На рисунках 1 и 2 показаны дисперсионные кривые соответствующие скорости и
длине поглощения поперечной волны. Физические параметры, используемые в чис-
ленных экспериментах, взяты из [13, 14]:
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Рис. 1 Дисперсионная кривая скорости поперечной волны.

Рис. 2 Дисперсионная кривая длины поглощения поперечной волны.

1. �̂�(𝜔) = 𝜂
κ𝜌𝜌𝑙

/
√︀

1 + 𝑖𝜔
Ω
, Ω = 𝜂 𝜙2Λ2

4 𝑎2 κ2 𝜌𝑓𝑙
,

2. 𝜌𝑓𝑙 = 1040 (кг/м3), 𝜌𝑓𝑠 = 2650 (кг/м3),
3. 𝜂 = 1.5 · 10−3 (Па·с), 𝜇 = 2.93 · 109 (Па), 𝜙 = 0.335,
4. 𝑎 = 2, κ = 10−11 (м2), Λ = 2.19 · 10−5 (м).

Систему (3) можно представить в случае с переменными коэффициентами в виде
интегро-дифференциального уравнения относительно скорости смещений упругого
пористого тела. В случае для малых значений пористости данное уравнение имеет
вид [18]

𝑢𝑡𝑡(𝑡, 𝑥) − 𝑐2𝑡 (𝑡, 𝑥)𝑢𝑥𝑥 + 𝛼1(𝑡, 𝑥)𝑢𝑡(𝑡, 𝑥) + 𝛼2(𝑡, 𝑥)𝑢𝑥(𝑡, 𝑥)+

+𝛼3(𝑡, 𝑥)𝑢(𝑡, 𝑥) +

∫︁ 𝑡

0

𝛼4(𝜏, 𝑥)𝑢(𝜏, 𝑥)𝑑𝜏 = 𝑓(𝑡, 𝑥),

где коэффициенты 𝛼𝑘(𝑡, 𝑥)𝑢𝑡(𝑡, 𝑥) (k=1,2,3,4) – заданные не обращающиеся в нуль ни
в одной точке функции, 𝑓(𝑡, 𝑥) – описывает источник.

4 Заключение и выводы
Построена термодинамически согласованная математическая модель для описа-

ния распространения сдвиговых акустических волн в насыщенных жидкостью пори-
стых средах с учетом дисперсии обусловленной межкомпонентным трением. Прове-
ден дисперсионный анализ построенной математической модели. Представлены ре-
зультаты численного моделирования распространения сейсмических волн для скоро-
сти и длины поглощения пробной модели среды.
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