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В статье рассматривается решение задачи, связанной с технологическим процес-
сом сепарации сыпучих смесей с помощью сепарирующих агрегатов с целью повы-
шения технико-экономических показателей. Для выбора стратегии решения данной
задачи были проанализированы научно-исследовательские работы по математиче-
скому моделированию, выполненные за последние 5-10 лет. Приведены основные
этапы построения математической модели технологического процесса с учетом из-
менения уровня смеси, поступающей в колонку фильтра, которая описывается с
помощью системы нелинейных дифференциальных уравнений в частных производ-
ных с соответствующими начальными и граничными условиями различных родов.
Алгоритм решения поставленной задачи базируется на конечно-разностном мето-
де с заменой дифференциальных операторов на разностные и методе «прогноза и
коррекции» для дифференциальных уравнений, описывающих скорость перемеще-
ния сыпучего материала в результате вибрационного колебания сита, а нелинейные
члены линеаризуются методом Беллман-Калаба. Исследование откликов основных
параметров технологического процесса проведено путем серии вычислительных экс-
периментов на ЭВМ, анализа и интерпретации полученных результатов.
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1 Введение
Сепарация и фильтрование многокомпонентных сыпучих смесей с различными

физико-механическими свойствами является сложным технологическим процессом
(ТП).

Моделирование и управление ТП сепарирования трудноразделяемых смесей недо-
статочно изучены с теоретической и экспериментальной точек зрения. В связи с этим
на основе проведенных теоретических и экспериментальных исследований ставится
задача, выявить основные факторы, которые влияют на полное разделение неодно-
родной массы в зависимости от линейных размеров частиц сыпучего материала и
режимов работы сепарирующего агрегата, а также характеристик сита. При этом
необходимо обеспечить минимальные потери сырья в составе отхода и повышение
технико-экономических показателей агрегата.

С целью решения выше указанных задач и принятия управленческих реше-
ний необходима разработка математической модели (ММ), численного алгоритма
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и программно-инструментального средства для проведения вычислительных экспе-
риментов (ВЭ) на ЭВМ.

За последние годы по технологическому процессу сепарации сыпучих смесей про-
ведены научные исследования и получены значительные теоретические и практи-
ческие результаты. С точки зрения математического моделирования исследованию
ТП посвящены работы таких зарубежных и отечественных ученых как J. Wang, J.
Zhang, Yu. Zhihui, B. Remy, J.W. Dufty, D. Kocaefe, C. Andre, V. Gitisa, A. Safonyk,
В.В. Белобородов, И.И. Блехман, Ф.Б. Абуталиев, Х.Х. Атаулаев, А.А. Ключкин,
П.М. Зайко, Г.Ю. Джанилидзе и др. Они внесли большой вклад в разработку адек-
ватных математических моделей и вычислительных алгоритмов для решения выше
указанных задач.

Статистический подход к ТП сепарирования сыпучей смеси рассмотрен в рабо-
те [1]. А в литературных источниках [2–5] систематизированы проблемы математи-
ческого моделирования процесса сепарирования зерна в потоке на решете и исследо-
вания по теории псевдоожижения слоя сыпучего материала.

Моделирование процесса движения частиц в центробежном сепараторе с верти-
кальной и наклонной осью вращения рассмотрено в работах [6–12]. Авторами про-
веденных исследований показана целесообразность использования сепараторов цен-
тробежного типа с вертикальным цилиндрическим барабаном, вращающимся с пуль-
сирующим изменением скорости, где одновременно учитываются центробежная, ко-
риолисова и гравитационная силы.

В работе [13] на основе гидродинамической аналогии разработаны математиче-
ские модели гармонических колебаний зерновых потоков при виброрешётной сепа-
рации зерновых смесей и проведены комплексные исследования процесса разделения
смеси на две фракции при колебаниях скорости в плоском и кольцевом зерновых сло-
ях.

Расчётная модель и теоретические зависимости для определения основных па-
раметров процесса сепарирования смесей получены авторами [14]. Получены экс-
периментальные зависимости оценочных показателей установки для сепарирования
фуражного зерна от ее конструктивных параметров в виде математической модели
процесса сепарирования.

В работах [15–18] рассмотрено решение задачи сепарирования гранулированной
сыпучей смеси с помощью линеаризованного уравнения Больцмана, а коэффициенты
переноса определены и согласованы с аналогичными коэффициентами из решения
уравнения Чепмена-Энскога. Для экспериментов в качестве сыпучих сред рассмат-
ривались зерна риса, чечевицы и зеленого кофе.

Учеными из Института сельскохозяйственного машиностроения при университе-
те Хуанами [19, 20] представлена математическая модель дробления и сепарирования
зерна на изогнутой цилиндрической решётке. Эта модель представляется двумя экс-
поненциальными функциями и учитывает удельную скорость прохождения частиц и
скорость разделения зерна.

Авторами [21] получена модель динамики сходовой фракции зерновой смеси по
решетам с интенсификаторами-активаторами на основании гидроаналогии, при этом
среда рассмотрена как послойная с различной вязкостью.

Разработка математической модели, учитывающей влияние движения элемента
потока по криволинейной сепарирующей поверхности с учетом изменения его мас-
сы рассмотрена в работе [22]. На основании результатов теоретических исследований
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предложена принципиальная схема комбинированного сепаратора, в котором исполь-
зованы криволинейные очистительные поверхности в виде прутковых решет.

Работа [23] посвящена исследованию процесса сепарирования сыпучих смесей с
помощью статистического метода для изучения характеристики скорости потоков
гранулированных смесей по шероховатым наклонным поверхностям. Проведенными
исследованиями показано, что угол наклона поверхности решета сепаратора оказыва-
ет значительное влияние на реологию смесей, с точки зрения, как скорости колебания
частиц, так и скорости сдвига потока.

Процессы перемещения и разделения смесей, состоящих из полидисперсных сфе-
рических частиц, в лопастном смесителе исследованы в [24–26] с использованием
экспериментальных и вычислительных экспериментов, проведенных на ЭВМ. Моде-
лирование методом дискретных элементов было использовано для воспроизведения
качественных характеристик процесса разделения, а скорости движения смесей по
поверхности были установлены экспериментальным путем. Численные расчеты по-
казали, что степень сегрегации в лопастном смесителе может быть уменьшена путем
введения промежуточных размеров частиц между самым маленьким и самыми круп-
ными частицами.

В работе [27] получено решение краевой задачи о колебаниях скорости вибро-
ожиженного неоднородного слоя в функциях Кельвина, когда его вязкость явля-
ется степенной функцией координаты и перпендикулярной скорости потока смеси.
Источником изменений скорости потока во времени служат продольные колебания
наклонного виброрешета в его плоскости. Там же представлено аналитическое ре-
шение краевой задачи гидродинамики с учетом разделения смеси на проходовую и
сходовую фракции, а также колебаний скорости движения, обусловленных осевыми
вибрациями вращающегося решета.

Движение единичной частицы, рассматриваемой в виде материальной точки, по
вибрирующей шероховатой поверхности может быть применено для описания очень
широкого круга процессов, таких как вибрационное разделение сыпучих смесей, виб-
ротранспортирование твердых тел или слоя зернистого материала и т.п.

При проведении исследований и моделировании рассматриваемых процессов учет
изложенных выше факторов повышает степень сближения математической модели
объекта с реальным технологическим процессом.

В работе [28] рассматривается, процесс сепарирования сыпучей смеси с примене-
нием силы поддува воздушного потока, что повышает производительность сепариру-
ющих агрегатов. Эффект сепарирования смесей, получаемый за счет силы поддува
воздушного потока, прямым образом содействует повышению уноса мелкомасштаб-
ных частиц в составе отхода и к росту масличности шелухи. В результате, этого
потеря мелкомасштабных ядер основного сырья будет увеличиваться. С физической
точки зрения это можно объяснить следующим образом: под действием непрерыв-
ного потока воздуха мелкие пылеобразные частицы, образовавшиеся в результате
разрушения семян хлопчатника, поднимаются вверх и уносятся из бункера сепариру-
ющего агрегата, так как коэффициент их парусности больше, чем частиц с большими
массами и плотностями.

Анализ проведенных исследований в области СНТ показывает, что в работах [28–
33] и других: во-первых, технологический процесс не рассмотрен с учетом скоростей
перемещения частиц, как по вертикали, так и по направлению вибрации сита (по
горизонтали); во-вторых, при разработке ММ процесса не учтен режим работы агре-
гата, как один из основных факторов функционирования рассматриваемого явления;
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в-третьих, не рассмотрен процесс гармонической пульсации поверхности сита по вер-
тикали.

Проведенные экспериментальные исследования показали, что при сепарировании,
разделении, сортировании сыпучих смесей наряду с силами, действующими на слой
смеси в результате интенсивной вибрации сита, также действуют вертикальные силы,
которые влияют на перемещение частиц по поверхности агрегата. Одновременное
перемещение частиц как по вертикали так и по горизонтали создает оптимальное
условие прохода частиц сыпучей смеси через слой сепарирования и отверстия сита,
в результате чего повышается производительность сепарируемого агрегата.

В одних работах рассмотрен процесс просеивания сыпучей смеси через отверстия
сита без учета режима работы сита, а в других - рассмотрено перемещение сыпучей
смеси по неперфорированной поверхности сита, совершающего вибрационные посту-
пательные колебания под углом 𝛼. Одновременно процесс сепарирования сыпучей
смеси с учетом перемещения частиц по толщине слоя и направлению вибрации сита
в комплексном виде не рассматривался.

Учет этих факторов при разработке ММ процессов и их исследование являются
основными вопросами в технологии разделения сыпучих смесей.

Кроме того, как было рассмотрено в работах [34–36], в числе главных вопросов
моделирования технологического процесса стоит взаимосвязь между параметрами
работы сита и механизмом просеивания сыпучей смеси, а также скорости переме-
щения частиц. При этом заметим, что с изменением этих параметров (амплитуды и
частоты колебания сита по горизонтали, углов наклона, вибрации сита и т.д.) ТП
будет резко изменяться в целом.

2 Постановка задачи
С учетом изложенных выше недостатков, в настоящей работе рассмотрим про-

цесс сепарирования сыпучей смеси при вибрационном колебании сита по горизонта-
ли. Для этого предполагается, что бункер сепаратора, заполненный сыпучей смесью,
колеблется под некоторым углом 𝛽, а угол отклонения поверхности сита от горизон-
тали равен 𝛼. Поверхность сита совершает вибрационное колебание по горизонтали
с амплитудой A2 и частотой 𝜔2.

Для вывода ММ процесса предположим, что вероятность распределения концен-
трации сыпучей смеси равна 𝜃(𝑥, 𝑧, 𝑡), путь прохода частиц сыпучей смеси от верхнего
слоя до поверхности сита равен 𝐿2, а время сепарирования равно 𝑡. Первоначальное
равномерное распределение концентрации сыпучей смеси равно 𝜃𝑜(𝑥, 𝑧). Вероятность
просеивания частицы на поверхности сита за время 𝑡 через толщину 𝐿2 выразим ин-
тегралом

𝜃 (𝑥, 𝑧, 𝑡) =

𝑡∫︁
𝑜

[︂
вс
𝜕𝜃

𝜕𝑧
+𝑊 · 𝜃

]︂
𝑑𝑡,

а вероятность перемещения частиц от начала до конца вибрирующего сита 𝐿1 – ин-
тегралом

𝜃 (𝑥, 𝑧, 𝑡) =

𝑡∫︁
𝑜

[︂
вс
𝜕𝜃

𝜕𝑥
+ 𝑈 · 𝜃

]︂
𝑑𝑡,

и предполагаем, что скорости перемещения частиц по вертикали и горизонтали от
точки к точке остаются постоянными. Исходя из сказанного выше, получим ММ ТП
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с учетом конвективного переноса по горизонтали и вертикали:

𝜕𝜃 (𝑥, 𝑧, 𝑡)

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑥

(︂
вс
𝜕𝜃 (𝑥, 𝑧, 𝑡)

𝜕𝑥

)︂
+
𝜕

𝜕𝑧

(︂
вс
𝜕𝜃 (𝑥, 𝑧, 𝑡)

𝜕𝑧

)︂
+𝑈

𝜕𝜃 (𝑥, 𝑧, 𝑡)

𝜕𝑥
+𝑊

𝜕𝜃 (𝑥, 𝑧, 𝑡)

𝜕𝑧
; (1)

𝜃 (𝑥, 𝑧, 𝑡) = 𝜃𝑜 (𝑥, 𝑧) при 𝑡 = 0; (2)

𝜕𝜃 (𝑥, 𝑧, 𝑡)

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=0

= 0;
𝜕𝜃 (𝑥, 𝑧, 𝑡)

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝐿1

= 0; (3)

𝜕𝜃 (𝑥, 𝑧, 𝑡)

𝜕𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑍=0

=
𝑘𝑜
вс
𝜃 (𝑥, 𝑧, 𝑡) , (4)

а скорости перемещения частиц с учетом параметров работы сита и свойств сыпучей
смеси с помощью уравнений

𝑑𝑈

𝑑𝑡
= 𝐴2𝜔

2
2 cos 𝛽 sin𝜔2𝑡− 𝑔 sin𝛼 +

𝐹𝑥

𝑚
; (5)

𝑑𝑊

𝑑𝑡
=
(︀
𝐴2𝜔

2
2 · sin 𝛽 · sin𝜔2𝑡− 𝑔 cos𝛼

)︀
cos 𝜉 +

𝑁 𝑐

𝑚
; (6)

𝑑𝑉

𝑑𝑡
=
(︀
−𝐴2𝜔

2
2 · sin 𝛽 · sin𝜔2𝑡+ 𝑔 cos𝛼

)︀
sin 𝜉 +

𝐹𝑦

𝑚
(7)

с начальными условиями

𝑈(0) = 0,𝑊 (0) = 0, 𝑉 (0) = 0 при 𝑡 = 0, (8)

где

𝐹𝑥 = −𝑓𝑁 𝑐
𝑈√

𝑈2 +𝑊 2 + 𝑉 2
, 𝐹𝑦 = −𝑓𝑁 𝑐

𝑉√
𝑈2 +𝑊 2 + 𝑉 2

,

𝑁 𝑐 = 𝑓𝑧
𝑊√

𝑈2 +𝑊 2 + 𝑉 2
, 𝑓𝑧 = 3𝜋𝑘𝑐𝑑2𝐴2𝜔2.

Здесь 𝑈 , 𝑊 , 𝑉 – скорости перемещения частиц по вертикали и по направлению виб-
рации сита; 𝑚 – масса частиц; 𝑘𝑐, 𝑘0 – соответственно коэффициенты сцепления и
отвода частиц; 𝐹𝑥, 𝐹𝑦, 𝑁𝑐 – силы сопротивления и нормальной реакции сита, действу-
ющие на сепарируемый слой частиц; 𝑓 – коэффициент трения скольжения частицы
по поверхности сита; 𝑔 - ускорение свободного падения; 𝑑2 – диаметр отверстия сита.

Таким образом, получили ММ ТП сепарирования сыпучих смесей с учетом пе-
ремещения частиц в результате вибрационных колебаний сита по горизонтали. При
этом угол вибрации сита выбирается в зависимости от засоренности основной массы
сепарируемых сыпучих смесей. Диапазоны изменения частоты и амплитуды колеба-
ния сита выбираются согласно степени засоренности сыпучей смеси, толщины слоя
сепарирования, коэффициента сцепления частиц и т.д., по результатам проведенных
численных расчетов на ЭВМ.

Из постановки задачи видно, что угол вибрации сита является произвольным,
его можно направить против направления потока сыпучей смеси или наоборот. Из
уравнений (5)–(7) видно, что при вычислении скоростей перемещения частиц учи-
тывается инерционная сила, образующаяся в результате вибрационного колебания
сита.

Итак, на основе полученной системы нелинейных дифференциальных уравнений
и соответствующих им начальных и граничных условий можно проводить ВЭ на
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ЭВМ для изучения ТП с учетом изменения скоростей перемещения частиц по гори-
зонтали и вертикали, а также режимов работы сита и их параметров.

3 Метод решения
Для численного решения задачи введем безразмерные переменные

Θ* = Θ(𝑥*, 𝑧*, 𝑡*) /Θ𝑜 (𝑥
*, 𝑧*), 𝑥* = 𝑥/𝐿хар, 𝑧* = 𝑧/𝐿хар, 𝑡* = 𝑡/𝛼𝜏 , 𝑈* = 𝑈/𝑈𝑥,

в*с =
вс

вx
, 𝛼𝜏 =

вx ·Θ𝑥

𝐿2
хар

, 𝑊 * =
𝑊

𝑊 * , 𝑉 * =
𝑉

𝑉 * ,

и перепишем уравнения в безразмерном виде

𝜕Θ*

𝜕𝑡*
=

𝜕

𝜕𝑥*

(︂
в*с
𝜕Θ*

𝜕𝑥*

)︂
+

𝜕

𝜕𝑧*

(︂
в*с
𝜕Θ*

𝜕𝑧*

)︂
+ 𝑈* · 𝑈𝑥

𝐿хар

вх

𝜕Θ*

𝜕𝑥*
+𝑊 * ·𝑊𝑥

𝐿хар

вх

𝜕Θ*

𝜕𝑧*
; (9)

Θ* (𝑥*, 𝑧*, 𝑡*) = 1 при 𝑡* = 0; (10)

𝜕Θ* (𝑥, 𝑧, 𝑡*)

𝜕𝑥*

⃒⃒⃒⃒
𝑥*=0

= 0;
𝜕Θ* (𝑥, 𝑧, 𝑡*)

𝜕𝑥*

⃒⃒⃒⃒
𝑥*=1

= 0; (11)

𝜕Θ* (𝑥, 𝑧, 𝑡*)

𝜕𝑥*
= 0 при 𝑧* = 1; (12)

𝜕Θ* (𝑥, 𝑧, 𝑡*)

𝜕𝑧*

⃒⃒⃒⃒
𝑧*=0

=
𝑘𝑜
в*с
Θ* (𝑥, 𝑧, 𝑡*)

𝐿хар

вx
; (13)

𝑑𝑈*

𝑑𝑡*
=
𝛼𝜏

𝑈𝑥

(︂
𝐴2𝜔

2
2 cos 𝛽 sin𝜔2𝑡

*𝛼*
𝜏 − 𝑔 sin𝛼 +

𝐹𝑥

𝑚

)︂
; (14)

𝑑𝑊 *

𝑑𝑡*
=

𝛼𝜏

𝑊𝑥

(︂(︀
𝐴2𝜔

2
2 · sin 𝛽 · sin𝜔2𝑡

*𝛼𝜏 − 𝑔 cos𝛼
)︀
cos 𝜉 +

𝑁 𝑐

𝑚

)︂
; (15)

𝑑𝑉 *

𝑑𝑡*
=
𝛼𝜏

𝑉 *
𝑥

(︂
−𝐴2𝜔

2
2 sin 𝛽 sin𝜔2𝑡

*𝛼𝜏 + 𝑔 cos𝛼 +
𝐹𝑦

𝑚

)︂
; (16)

𝑈*(0) = 0, 𝑉 *(0) = 0,𝑊 *(0) = 0 при 𝑡* = 0. (17)

Здесь со знаком «*» – характерные значения искомых переменных и 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.
В системе уравнений (9)-(17) опуская «*» над переменными, в конечном итоге

получим:

𝜕Θ

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑥

(︂
вс
𝜕Θ

𝜕𝑥

)︂
+

𝜕

𝜕𝑧

(︂
вс
𝜕Θ

𝜕𝑧

)︂
+
𝑈𝑈𝑥

вх

𝐿хар𝜕Θ

𝜕𝑥
+𝑊 ·𝑊𝑥

𝐿хар

вх

𝜕Θ

𝜕𝑧
; (18)

Θ(𝑥, 𝑧, 𝑡) = Θ𝑜 (𝑥, 𝑧) /Θ𝑜 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 при 𝑡 = 0; (19)

𝜕Θ

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=0

= 0;
𝜕Θ

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=1

= 0; (20)

𝜕Θ

𝜕𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑧=1

= 0;
𝜕Θ

𝜕𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑧=0

= 𝐿хар
𝑘𝑜

всвх
Θ; (21)

𝑑𝑈

𝑑𝑡
=
𝛼𝜏

𝑈𝑥

(︂
𝐴2𝜔

2
2 cos 𝛽 · sin𝜔2𝑡𝛼𝜏 − 𝑔 sin𝛼 +

𝐹𝑥

𝑚

)︂
; (22)



Математическая модель и численный алгоритм . . . 49

𝑑𝑊

𝑑𝑡
=

𝛼𝜏

𝑊𝑥

(︂(︀
𝐴2𝜔

2
2 · sin 𝛽 · sin𝜔2𝑡𝛼𝜏 − 𝑔 cos𝛼

)︀
cos 𝜉 +

𝑁 𝑐

𝑚

)︂
; (23)

𝑑𝑉

𝑑𝑡
=
𝛼𝜏

𝑉𝑥

(︂
−𝐴2𝜔

2
2 sin 𝛽 · sin𝜔2𝑡𝛼𝜏 + 𝑔 cos𝛼 +

𝐹𝑦

𝑚

)︂
; (24)

𝑈(0) = 0, 𝑉 (0) = 0, 𝑊 (0) = 0. (25)

Из постановки задачи следует, что она является сложной и аналитическими ме-
тодами ее невозможно решить. Поэтому для решения задачи используется конечно-
разностный метод, который основан на сеточной аппроксимации, замене непрерыв-
ной области решения на дискретную.

Для решения уравнений (18) с краевыми условиями (19)–(21) используется метод
переменных направлений, а для уравнений (22)–(24) с начальным условием (25) -
методы прогноза и коррекции. О преимуществе этих методов сказано в работе [36].

Для этого, заменяя дифференциальные операторы в уравнениях (18)–(21) на
конечно-разностные, получаем:

Θ′
𝑖,𝑗 −Θ𝑝

𝑖,𝑗

Δ𝑡/2
=

1

2

[︁
𝜆
(︀
вс,𝑖,𝑗

(︀
Θ𝑖,𝑗

)︀
𝑥

)︀
𝑥
− 𝜆
(︁
вс,𝑖,𝑗

(︁
Θ𝑝

𝑖,𝑗

)︁
𝑍

)︁
𝑍
+

+𝜆
(︀
Θ𝑖,𝑗

)︀
𝑥
· 𝑈 · 𝑈𝑥 · 𝐿хар

вх
+ 𝜆
(︁
Θ𝑝

𝑖,𝑗

)︁
𝑍±

𝑊 ·𝑊𝑥𝐿хар

вх

]︂
;

(26)

Θ𝑝+1
𝑖,𝑗 −Θ𝑖,𝑗

Δ𝑡/2
=

1

2

[︁
𝜆
(︀
вс,𝑖,𝑗

(︀
Θ𝑖,𝑗

)︀
𝑥

)︀
𝑥
+ 𝜆
(︁
вс,𝑖,𝑗

(︀
Θ𝑝+1

𝑖,𝑗

)︀
𝑧

)︁
𝑧
+

+𝜆
(︀
Θ𝑖,𝑗

)︀
𝑥± ·

𝑈 · 𝑈𝑥 · 𝐿хар

вх
+ 𝜆
(︁
в𝑐,𝑖,𝑗

(︀
Θ𝑝+1

𝑖,𝑗

)︀
𝑍

)︁
𝑍

𝑊 ·𝑊𝑥 · 𝐿хар

вх

]︂
;

(27)

𝜆
(︀
Θ1,𝑖

)︀
𝑥− = 𝜆

(︀
Θ𝑝+1

1,𝑖

)︀
𝑥− = 0; (28)

𝜆
(︀
Θ𝑖,𝑗

)︀
𝑥+ = 𝜆

(︀
Θ𝑝+1

𝑖,𝑗

)︀
𝑥+ = 0; (29)

𝜆
(︀
Θ𝑖,1

)︀
𝑍− = 𝜆

(︀
Θ𝑝+1

𝑖,1

)︀
𝑍− = 0; (30)

𝜆
(︀
Θ𝑝+1

𝑖,1

)︀
𝑧+

= 𝜆
(︀
Θ𝑖,1

)︀
𝑧+

=
𝐿хар · 𝑘𝑜

в,𝑖,1
Θ𝑝+1

𝑖,1 . (31)

Здесь конечно-разностные операторы имеют следующий вид:

𝜆
(︀
вс,𝑖,𝑗(Θ𝑖,𝑗)𝑥

)︀
𝑥
=

1

Δ𝑥2
[вс,𝑖−0.5,𝑗 ·Θ𝑖−1,𝑗 + (вс,𝑖−0.5,𝑗 + вс,𝑗+0.5,𝑗)Θ𝑖,𝑗 + вс,𝑖+0.5,𝑗Θ𝑖+1,𝑗] ;

𝜆
(︀
вс,𝑖,𝑗(Θ𝑖,𝑗)𝑧

)︀
𝑧
=

1

Δ𝑧2
[вс,𝑖,𝑗−0.5 ·Θ𝑖,𝑗−1 + (вс,𝑖,𝑗+0.5 + вс,𝑖,𝑗−0.5)Θ𝑖,𝑗 + вс,𝑖,𝑗+0.5 ·Θ𝑖,𝑗+1] ;

𝜆(Θ𝑖,𝑗)𝑥+ =
Θ𝑖+1,𝑗 −Θ𝑖−1,𝑗

2Δ𝑥
; 𝜆(Θ𝑖,𝑗)𝑧+ =

Θ𝑖,𝑗+1 −Θ𝑖,𝑗−1

2Δ𝑧
;

𝜆(Θ𝑖,𝑗)𝑥− =
−3Θ0,𝑗 − 4Θ1,𝑗 +Θ2,𝑗

2Δ𝑥
; 𝜆(Θ𝐼,𝑗)𝑥+ =

−3Θ𝐼−2,𝑗 + 4Θ𝐼−1,𝑗 −Θ𝐼,𝑗

2Δ𝑥
;

𝜆(Θ𝐼,1)𝑧− =
−3Θ𝑖,0 + 4Θ𝑖,1 −Θ𝑖,2

2Δ𝑧
; 𝜆(Θ𝑖,𝐽)𝑧+ =

−3Θ𝑖,𝐽−2 + 4Θ𝑖,𝐽−1 −Θ𝑖,𝐽

2Δ𝑧
,

где 𝑖 = 1, 2, 3, . . . , 𝐼 − 1, 𝑗 = 1, 2, 3, . . . , 𝐽 − 1.
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После некоторых преобразований вместо уравнений (26)–(31) получим систему
трехточечных алгебраических уравнений по направлениям осей 𝑥 и 𝑧:

I

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−3Θ𝑜,𝑗 + 4Θ1,𝑗 −Θ2,𝑗 = 0;

−
(︁

1
2Δ𝑥2вс,𝑖−0.5,𝑗 − 𝐿𝑥𝑎𝑝·𝑈 ·𝑈𝑥

4Δ𝑥

)︁
Θ𝑖−1,𝑗 +

(︀
1
Δ𝑡

+ 1
2Δ𝑥2 (вс,𝑖+0.5,𝑗 + вс,𝑖−0.5,𝑗)

)︀
Θ𝑖,𝑗−

−
(︁

1
2Δ𝑥2вс,𝑖+0.5,𝑗 +

𝐿𝑥𝑎𝑝·𝑈 ·𝑈𝑥

2Δ𝑥

)︁
Θ𝑖+1,𝑗 =

1
2Δ𝑧𝑥2

[︁(︁
𝐵𝑐,𝑖,𝑗−0.5 − 𝑊 ·𝑊𝑥·Δ𝑥𝐿𝑥𝑎𝑝

2

)︁
×

×Θ𝑝
𝑖,𝑗−1 +

(︁
вс,𝑖,𝑗+0.5 +

2Δ𝑧𝑥2𝐿𝑥𝑎𝑝

Δ𝑡
+ вс,𝑖,𝑗−0.5

)︁
Θ𝑝

𝑖,𝑗 +
(︁
вс,𝑖,𝑗+0.5 +

𝑊 ·𝑊𝑥·Δ𝑧𝐿𝑥𝑎𝑝

2

)︁
Θ𝑝

𝑖,𝑗+1

]︁
;

−3Θ𝐼−2,𝑗 + 4Θ𝐼−1,𝑗 − 𝜃𝐼,𝑗 = 0;

II

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−
(︁
3− 2Δ𝑥𝐿𝑥𝑎𝑝

в𝑥вс,𝑚,𝑜
𝑘𝑜

)︁
Θ𝑝+1

𝑖,2 − 4𝜃𝑃+1
𝑖,2 = 0;

−
(︁

1
2𝐿2

𝑥𝑎𝑝Δ𝑧2
вс,𝑖,𝑗−0.5 − 𝑊𝑊𝑥𝐿𝑥𝑎𝑝

4𝐿𝑥𝑎𝑝Δ𝑧

)︁
Θ𝑝+1

𝑖,𝑗−1 −
(︀

1
2Δ𝑧2

(вс,𝑖,𝑗+0.5 + вс,𝑖,𝑗−0.5) +
1
Δ𝑡

)︀
×

×Θ𝑝+1
𝑖,𝑗 −

(︁
1

2Δ𝑧2
вс,𝑖,𝑗+0.5 +

𝑊 ·𝑊𝑥𝐿𝑥𝑎𝑝

4Δ𝑧

)︁
Θ𝑝+1

𝑖,𝑗+1 =
(︁

1
2Δ𝑥2вс,𝑖−0.5,𝑗 − 𝑈 ·𝑈𝑥·𝐿𝑥𝑎𝑝

4Δ𝑥

)︁
×

×Θ𝑖−1,𝑗 +
(︀
(вс,𝑖+0.5,𝑗 + вс,𝑖−0.5,𝑗)

1
2Δ𝑧2
− 1

Δ𝑡

)︀
Θ𝑖,𝑗 +

(︁
1

2Δ𝑧2
вс,𝑖+0.5,𝑗 +

𝑈 ·𝑈𝑥·𝐿𝑥𝑎𝑝

4Δ𝑧

)︁
Θ𝑖+1,𝑗;

−3Θ𝑝+1
𝑖,𝐽−2 + 4Θ𝑝+1

𝑖,𝐽−1 −Θ𝑝+1
𝑖,𝐽 = 0

или вместо уравнений (I) и (II) получаем:

III

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
4Θ1,𝑗 −Θ2,𝑗 = 3Θ𝑜,𝑗;

−𝑎𝑖Θ𝑖−1,𝑗−1 + 𝑖Θ𝑖,𝑗 − 𝑐𝑖Θ𝑖+1,𝑗 = 𝑑𝑖;

−3Θ𝐼−2,𝑗 + 4Θ𝐼−1,𝑗 = −Θ𝐼,𝑗,

где 𝑖 = 1, 2, 3, ..., 𝐼 − 1 и

IV

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
−4Θ𝑝+1

𝑖,1 +Θ𝑝+1
𝑖,2 =

(︁
3− 2Δ𝑧𝐿𝑥𝑎𝑝

в𝑥·вс,𝑖,𝑜

)︁
·Θ𝑝+1

𝑖,𝑜 ;

−𝑎̄𝑗 ·Θ𝑝+1
𝑖,𝑗−1 + в𝑗 ·Θ𝑝+1

𝑖,𝑗 − 𝑐𝑗Θ
𝑝+1
𝑖,𝑗+1 = 𝑑𝑗;

−3Θ𝑝+1
𝑖,𝐽−2 + 4Θ𝑝+1

𝑖,𝐽−1 = Θ𝑝+1
𝑖,𝑗 .

здесь 𝑗 = 1, 2, 3, ..., 𝐽 − 1, 𝑝 = 0, 1, 2, 3, ..., 𝑇 .
Итак, решая совместно системы (III) и (IV), получаем ход изменения концентра-

ций сыпучей смеси по пространственной переменной на каждом временном шаге.
Однако для получения тенденции изменения концентрации сыпучей смеси снача-
ла нужно определить скорость перемещения сыпучей смеси по времени. Для этого
уравнения движения сыпучей смеси (22)–(24) с начальными условиями (25) аппрок-
симируем по времени и получаем:

𝑈1 = 𝑈0 +
Δ𝑡

2
([𝐹 (𝑈0,𝑊0, 𝑉0) + 𝐹 (𝑈𝑜 +Δ𝑡)𝐹 (𝑈0,𝑊0, 𝑉0) ,

𝑊0 +Δ𝑡𝐺 (𝑈0,𝑊0, 𝑉0) , 𝑉0 +Δ𝑡 ·Θ(𝑈0,𝑊0, 𝑉0)]) ;

(32)
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𝑊1 = 𝑊0 +
Δ𝑡

2
[𝐺 (𝑈0,𝑊0, 𝑉0) +𝐺 (𝑈0 + 𝐹 (𝑈0,𝑊0, 𝑉0)) ,

𝑊0 +
Δ𝑡

2
𝐺 (𝑈0,𝑊0, 𝑉0) +𝐺 (𝑈0 +Δ𝑡𝐹 (𝑈0,𝑊0, 𝑉0))] ;

(33)

𝑉1 = 𝑉0 +
Δ𝑡

2
[𝑄 (𝑈0,𝑊0, 𝑉0) +𝑄 (𝑈0 +Δ𝑡𝐹 (𝑈0,𝑊0, 𝑉0) ,

𝑉0 +Δ𝑡𝐺 (𝑈0,𝑊0, 𝑉0) , 𝑉0 +Δ𝑡𝑄 (𝑈0,𝑊0, 𝑉0)] .

(34)

Для дальнейшего прогноза и коррекции скоростей перемещения сыпучей смеси
по горизонтали и вертикали используются следующие зависимости:

𝑈
(0)
𝑝+1 = 𝑈𝑝−1 + 2Δ𝑡𝐹 (𝑈𝑝,𝑊𝑝, 𝑉𝑝) ; (35)

𝑊
(0)
𝑝+1 = 𝑊𝑝−1 + 2Δ𝑡𝐺 (𝑈𝑝,𝑊𝑝, 𝑉𝑝) ; (36)

𝑉
(0)
𝑝+1 = 𝑉𝑝−1 + 2Δ𝑡𝑄 (𝑈𝑝,𝑊𝑝, 𝑉𝑝) , (37)

где – число временного шага, индекс сверху означает число итерации.
Поправка значений искомых переменных осуществляется с помощью выражений

𝑈
(𝑖)
𝑝+1 = 𝑈𝑝 +

Δ𝑡

2

[︁
𝐹 (𝑈𝑝,𝑊𝑝, 𝑉𝑝) + 𝐹

(︁
𝑈

(𝑖−1)
𝑝+1 ,𝑊

(𝑖−1)
𝑝+1 , 𝑉

(𝑖−1)
𝑝+1

)︁]︁
; (38)

𝑊
(𝑖)
𝑝+1 = 𝑊𝑝 +

Δ𝑡

2

[︁
𝐺 (𝑈𝑝,𝑊𝑝, 𝑉𝑝) +𝐺

(︁
𝑈

(𝑖−1)
𝑝+1 ,𝑊

(𝑖−1)
𝑝+1 , 𝑉

(𝑖−1)
𝑝+1

)︁]︁
; (39)

𝑉
(𝑖)
𝑝+1 = 𝑉𝑝 +

Δ𝑡

2

[︁
𝑄 (𝑈𝑝,𝑊𝑝, 𝑉𝑝) +𝑄

(︁
𝑈

(𝑖−1)
𝑝+1 ,𝑊

(𝑖−1)
𝑝+1 , 𝑉

(𝑖−1)
𝑝+1

)︁]︁
. (40)

В конечном итоге получены системы (III), (IV) и уравнения (32)–(40). В результа-
те их совместного решения прогнозируется изменение технологических переменных
в процессе разделения сыпучей смеси.

4 Результаты
На основе разработанного алгоритма и программного средства проведены ВЭ на

ЭВМ для исследования ТП сепарации рушанки семян хлопчатника с различными
физико-механическими свойствами.

Проведенные численные расчеты показали, что основные факторы, действую-
щие на процесс – это скорости перемещения частиц сыпучей смеси по горизонтали и
вертикали, толщина сепарируемого слоя, которые зависят от амплитуды и частоты
колебаний сита, угол наклона сита относительно горизонта, толщина сепарируемо-
го материала, коэффициенты сепарирования и отвода частиц, степень засоренности
сыпучего материала (рис. 1-10).

На рис. 1 изображен результат ВЭ, проведенного на основе разработанного ал-
горитма реализации технологической задачи при различных значениях амплитуды
колебания сита по горизонтали и при частоте колебания сита 𝜔2 = 330 кол./мин.

Согласно рис. 1, концентрация сыпучей смеси на начальных стадиях процесса
сепарирования 𝑡=10-12 с. будет резко уменьшаться, а затем скорость уменьшения
замедляется. Из рисунка видно, с ростом амплитуды колебания сита проход сыпучей
смеси линейно растет. Этот рост, в свою очередь, приводит к резкому изменению кон-
центрации сыпучей смеси на поверхности сита. Как было установлено проведенным
ВЭ, уменьшение скорости прохода сыпучей смеси по времени связано с забиванием
отверстий сита и уплотнением слоя смеси.
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Рис. 1 Изменение концентрации сыпучей смеси по времени в зависимости от амплитуды
колебания сита (1 – 2=2,0 см; 2 – 2=3,2 см; 3 – 2=3,6 см).

Анализ проведенного ВЭ с различной толщиной слоя сепарирования показал,
что процесс разделения сыпучей смеси от примесей при засоренности сыпучего ма-
териала на 22-24% происходит более равномерно и эффективно при толщине слоя
𝐿3=3,2-3,6 см.

Увеличение толщины слоя сепарирования более чем на 3,8 см приводит к росту
разности концентраций сыпучей смеси по вертикали, а это, в свою очередь приведет
к недосеву ядра семенной массы через отверстия сита (рис.2).

Рис. 2 Изменения концентрации сыпучей смеси при различных толщинах сепарируемого
слоя (1 – 𝐿3=3,6 см; 2 – 𝐿3=2 см; 3 – 𝐿3=1,5 см).

ВЭ показал, что с ростом амплитуды колебания сита время технологического
процесса будет линейно уменьшаться. Отсюда не следует, что увеличивая значения
амплитуды колебания сита, можно сокращать время технологического процесса в
целом.

Необходимо отметить, что неограниченный рост амплитуды и частоты колебания
сита приводит к неустойчивой вибрационной работе сепарируемого агрегата и по-
вышению износа отдельных частей машин. Когда амплитуда колебания сита 𝐴2=3,4
см и 𝑡=26 с, недосев сыпучей смеси через отверстия составляет 1,78-1,32%, а при
𝐴2=2,5 см 2,28-2,32%. Дальнейший рост амплитуды колебания сита не привел бы к
желаемому результату, так как в начальное время сепарирования (при 𝑡=10-13 с)
проход сыпучей смеси через отверстия сита резко возрастает, а затем уменьшается.
Это объясняется тем, что слой сепарируемой смеси быстро разжижается, и коэффи-
циент сцепления частиц далее не будет уменьшаться.
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Согласно рис. 2, концентрация сыпучего ядра на начальных этапах процесса сепа-
рирования по толщине слоя линейно уменьшается. Разница концентрации сыпучей
смеси между слоями уменьшается с ростом времени сепарирования. Эта разница
особенно заметна при сепарировании сыпучей смеси, рушанки семян хлопчатника с
высокой степенью опушенности и засоренности. Поэтому при сепарировании сыпучей
смеси необходимо обратить внимание на степень опушенности семян хлопчатника и
их рушанки. В зависимости от этого необходимо выбрать толщину слоя сепарирова-
ния, амплитуду и частоту колебания сита и т.д.

Еще одним из основных факторов, который влияет на ход разделения сыпучей
смеси, является первоначальное равномерное распределение сыпучей смеси на по-
верхности сита в зависимости от засоренности рушанки семян хлопчатника.

Рис. 3 Изменение концентрации сыпучей смеси по времени в зависимости от первоначаль-
ного распределения концентрации смеси (при 1 – 𝜃=80%; 2 – 𝜃= 72%; 3 – 𝜃=60%).

На рис.3 приведено изменение концентрации сыпучей смеси по времени в зависи-
мости от ее первоначального распределения. Согласно рис. 3, продолжительность ТП
будет уменьшаться в зависимости от засоренности сыпучей смеси и коэффициентов
сепарирования и отвода частиц (выраженная в виде первоначального равномерного
распределения сыпучего ядра).

Рис. 4 Изменение концентрации сыпучей смеси по длине поверхности сита (1 – при 𝑡=5,0
с; 2 – 𝑡=8.0 с; 3 – t=12.0 с).
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Изменение концентрации сыпучей смеси по длине поверхности сита показано на
рис. 4. Отсюда видно, что концентрация сыпучей смеси по длине поверхности сита
почти одинакова, а вблизи стенки решета немного завышена. Это связано с наклоном
поверхности решета относительно горизонтали под углом 𝛾. Анализ результатов ВЭ
показал, что с ростом угла наклона 𝛾 и угла вибрации 𝛽 разность в концентрациях
между двумя краями поверхности сита линейно возрастает и приводит к неравно-
мерному распределению концентрации сыпучей смеси, а также к росту недосева ядер
семенной массы.

ВЭ также были проведены при различных значениях частоты колебания сита
(рис. 5). Анализ поведенных численных расчетов на ЭВМ показал, что с увеличением
частоты колебания сита скорость просеивания ядер семенной массы пропорциональ-
но возрастает. Этот рост связан с разрыхлением слоя сыпучей смеси и уменьшением
коэффициента сцепления частиц.

Изменения концентрация сыпучих смесей в различных слоях при изменении ре-
жимов работы сепарируемого агрегата приведены на рис. 6-10.

Рис. 5 Изменения концентрации сыпучего материала в зависимости от частоты колебания
сита.

Рис. 6 Динамика изменения концентрации сыпучей смеси.
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Рис. 7 Динамика изменения концентрации сыпучей смеси при 𝐴2=28 мм.

Рис. 8 Динамика изменения концентрации сыпучей смеси при 𝐴2=30 мм в различных се-
парируемых слоях.

Рис. 9 Динамика изменения концентрации сыпучей смеси при 𝜔2=5,2 кол./с в различных
слоях.
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Рис. 10 Динамика изменения концентрации сыпучей смеси при 𝜔2=5,6 кол./с в различных
слоях.

Как следует из анализа проведенных численных расчетов на ЭВМ скорость пере-
мещения частиц по горизонтали и вертикали будет возрастать с ростом амплитуды
и частоты колебания сита.

Продолжительность эффективного просеивания сыпучей смеси зависит от пер-
воначального равномерного распределения концентрации смеси по всей площади
ситовой поверхности сепаратора, режимов работы парируемого агрегата, физико-
механических свойств и состава смеси.

Анализ проведенных ВЭ показал, что для обеспечения равномерного роста прохо-
да сыпучей смеси через отверстия сита, необходимо создать благоприятные условия
для прохода ядер семенной массы за счет роста амплитуды колебания сита. Повы-
шение вероятности прохода сыпучей смеси за счет роста частоты колебания сита не
всегда приводит к желанному результату, так как вероятность столкновения частиц
друг с другом будет расти. Результаты ВЭ показали, что при больших значениях ча-
стоты колебания сита на начальном этапе процесса (при 𝑡=3-5 с) вероятность прохода
сыпучего ядра резко будет возрастать, а затем, за счет роста вероятности столкнове-
ния частиц друг с другом и уплотнения слоя смеси, она будет уменьшаться. Выбор
значения угла наклона и вибрации сита не является произвольным.

5 Заключение
Результаты проведенных ВЭ показали, что основными факторами, действующи-

ми на ТП сепарирования сыпучих смесей и с помощью которых можно управлять
процессом, являются: амплитуда и частота колебания сита, угол наклона, вибрация,
толщина слоя смеси и характеристика решета. Равномерный рост прохода сыпучей
смеси через отверстия сита обеспечивается за счет роста амплитуды колебания сита
по горизонтали. Эффект, получаемый от вибрационного колебания сита по горизон-
тали, растет с ростом амплитуды и частоты колебания сита.

Проведенные ВЭ на ЭВМ при различных значениях частоты колебания сита по-
казали, что с ростом этого показателя растёт вероятность столкновения частиц друг
с другом и тем самим уменьшается проход основной массы через отверстия сита. Ко-
гда направление вибрации сита совпадает с направлением движения сыпучей смеси,
скорость их перемещения по горизонтали будет резко расти.
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При процессе разделения сыпучей смеси от примесей толщина слоя сепарирова-
ния должна подбираться в зависимости от засоренности сыпучего материала.

Сопоставление результатов проведенных численных расчетов показало, что виб-
рационный режим сепарирования сыпучей смеси, в отличие от режима поддува воз-
душным потоком, обеспечивает проход мелкомасштабных частиц через отверстия
сита и потери сырья в составе отхода.
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The article deals with a problem associated with the technological process of sep-
aration, of bulk mixtures by separating aggregates in order to improve technical and
economic indicators. To select a strategy for solving the problem, the research work on
mathematical modeling has been analyzed, the implementation over the last 5-10 years
is related. The article presents the main stages in the construction of a mathematical
model of a technological process which, with the help of a system of nonlinear partial
differential equations, describes with the corresponding initial and boundary conditions
of various kinds. taking into account changes in the level of the mixture entering the filter
column. In order to solve the problem, a finite-difference method was proposed based on
the replacement of differential operators with difference operators, and the “prediction
and correction” method for solving differential equations describing the flow rates of bulk
material as a result of vibrating sieve vibrations, and nonlinear terms of the equation are
linearized by the Bellman-Calab method. The article for the study of the responses of
the main parameters of the technological process gives a series of computer experiments
on computers, analyzes associated with them and a conclusion.
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