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Статья посвящена численному моделированию колебания стержней в статических постановках задачи. 
Рассмотренные задачи решены с различными значениями шага сетки. Результаты моделирования приведены в 
табличном и графическом виде и дан их анализ. 
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NUMERICAL MODELING OF RODS OSCILLATION 
Anarova Sh.A. 

 
The article is devoted to numerical simulation of rod oscillation in static formulation of the problem. The problems 
considered are solved with different values of the grid pitch. The results of the simulation are presented in a tabular and 
graphical form and their analysis is given.. 
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СТРЕЖЕНЛАР ТЕБРАНИШИНИ СОНЛИ МОДЕЛЛАШТИРИШ 
Анарова Ш.А. 

 
Ушбу мақола масалаларнинг статик қўйилишида стреженлар тебранишини математик моделлаштиришга 
бағишланган. Натижалар жадвал ва график кўринишда келтирилган. Қўйилган масаланинг ечимлари тўр 
қадамларининг турли қийматларида ҳал этилган ва бу натижалар жадвалда келтирилган. Олинган натижалар 
сонли таҳлил қилинган. 

Калит сўзлар: тебраниш, стержен, моделлаштириш, тўр қадамлари, сонли таҳлил. 
 
1. Введение 
 
В работах [1 - 6] приведена математическая модель 
пространственно-нагруженных стержней при 
следующей кинетической гипотезе [7]: 
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Полагая 1 1 2 2, ,v x w x            где    

угол закручивания, , ,u v w   перемещения срединной 

линии стержня, 1,2  углы поворота сечений при 
чистом изгибе, 1,2  углы поперечного сдвига, 

1 2 3, ,u u u   компоненты вектора перемещений, x,y,z  

пространственные переменные,  (y, z) – функция 
кручения Сен-Венана, определяемая из условий  
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Первое соотношение (*) представляем в виде 

 

   

где а1=1(z)z, a2=2(y)y, x     погонная 

закрутка. 
При построении прикладной теории переход от 

исследования колебания трехмерного тела к 
одномерному имеет решающее значение. Полное 
решение такой задачи можно получить, исходя из 
дискретно − континуального методах, 
разработанного В.З. Власовым, Г.Ю. Джанелидзем и 
В.К. Кабуловым.  

На основе уточненной теории Власова - 
Джанелидзе - Кабулова перемещения стержня берем 
в виде [2]: 
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Здесь искомые функции доводят до двенадцати

1 2 1 2 1 2( , , , , , , , , , , . ),u v w a и a        и на внешнюю 

нагрузку не ставятся ограничения, а также функции 

1 2 1 2, , , , , , , ,u v w        являются функциями по 

пространственной переменной х и t, где 
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Алгоритм расчета этой модели приведены в 
работах [8-11]. На основе вычислительного 

2211

211

),,(),,(

),,(



zyxazyxa

zyxyzuu






MATEMATIK MODELLASHTIRISH / МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ / MATHEMATICAL MODELLING 
 

 

 
 

HISOBLASH VA AMALIY MATEMATIKA MUAMMOLARI №6(12) 2017 5 

алгоритма разработаны программные средства, 
реализованные в среде DelPhi 7.0 [12].  

Здесь приведены результаты вычислительного 
эксперимента по расчету пространственно - 
нагруженных стрежней на основе алгоритма [7-11]. 

Рассмотрим упругий консоль при совместном 
действии продольных, поперечных и крутильных 
сил. Дифференциальное уравнение и граничные 
условия в векторной форме имеет вид: 
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Выражения для (x)iF


  1,2,...,9i   взяты в 

следующем виде: 
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2. Постановка задачи 
 
Для исследования численной сходимости задачи 
рассмотрим следующие условия. Если один конец 
защемленный, а другой свободен, то граничное 
условие (3) имеет вид: 

0,
x
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   (4) 

т.е. при х=0 задаются составляющие векторы 
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При х=1 из граничного условия (3) имеем 
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Для решения задачи (2) и (3) применяем метод 
конечных разностей. Аппроксимации для уравнений 
(2) и граничных условий (3) приведены в работах [8-
11]: 
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3. Вычислительный эксперимент 
 
При расчете консоли геометрические и 
механические характеристики выбираем в виде: 

0 0

6 2

100 ; 10 ; 8 ;

2 10 / .

l см h см b см

E кг см

  

 
 

Рассматриваемые задачи решаются с различными 
значениями шага сетки. Полученные результаты 
приведены ниже в таблице 1, и соответствуют 
задачам (2), (3) и (6).  

На рисунках 1 - 9 приведены результаты 
колебания стержней в виде графиков, для 
продольного перемещения ,u вертикальных 

перемещений ,v w , углы наклона сечений 1 2,  , 

углы поперечного сдвига 1 2,  , угол закручивания 

  и угла закрутки  .  
 

Таблица 1 
 

Nuz  50 100 

u  
0 0,000000 0,000000 

0,10 0,000003 0,000004 
0,50 0,000023 0,000023 
0,70 0,000032 0,000033 
1,00 0,000046 0,000047 

 200 400 
0 0,000000 0,000000 

0,10 0,000004 0,000005 
0,50 0,000023 0,000024 
0,70 0,000033 0,000033 
1,00 0,000047 0,000044 

 
Nuz  50 100 

1  

0 0,000000 0,000000 
0,10 0,032150 0,037631 
0,50 0,210908 0,215596 
0,70 0,302798 0,307259 
1,00 0,443772 0,448106 

 200 400 
0 0,000000 0,000000 

0,10 0,040430 0,042935 
0,50 0,218180 0,220676 
0,70 0,309782 0,312285 
1,00 0,449594 0,449931 

 
Nuz  50 100 

1  

0 0,000000 0,000000 
0,10 -0,000103 -0,000116 
0,50 -0,000109 -0,000116 
0,70 -0,000109 -0,000116 
1,00 -0,000109 -0,000116 

 200 400 
0 0,000000 0,000000 

0,10 -0,000118 -0,000119 
0,50 -0,000118 -0,000119 
0,70 -0,000118 -0,000119 
1,00 -0,000118 -0,000119 

 
Nuz  50 100 

v  
0 0,000000 0,000000 

0,10 0,001042 0,001404 
0,50 0,044780 0,046220 
0,70 0,092037 0,094684 
1,00 0,196763 0,200006 

 200 400 
0 0,000000 0,000000 

0,10 0,001613 0,001818 
0,50 0,047151 0,047979 
0,70 0,094881 0,094913 
1,00 0,200866 0,201255 

 
Nuz  50 100 

2  

0 0,000000 0,000000 
0,10 0,028626 0,032834 
0,50 0,192884 0,194355 
0,70 0,280631 0,281320 
1,00 0,419275 0,419523 

 200 400 
0 0,000000 0,000000 

0,10 0,035065 0,037182 



MATEMATIK MODELLASHTIRISH / МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ / MATHEMATICAL MODELLING 
 

 

 
 

HISOBLASH VA AMALIY MATEMATIKA MUAMMOLARI №6(12) 2017 7 

0,50 0,195809 0,197833 
0,70 0,282553 0,284573 
1,00 0,420631 0,421508 

 
Nuz  50 100 

2  

0 0,000000 0,000000 
0,10 -0,000153 -0,000172 
0,50 -0,000156 -0,000172 
0,70 -0,000156 -0,000172 
1,00 -0,000156 -0,000172 

 200 400 
0 0,000000 0,000000 

0,10 -0,000177 -0,000178 
0,50 -0,000177 -0,000178 
0,70 -0,000177 -0,000178 
1,00 -0,000177 -0,000178 

 
Nuz  50 100 

w  
0 0,000000 0,000000 

0,10 0,001176 0,001619 
0,50 0,050952 0,054180 
0,70 0,100084 0,104212 
1,00 0,212698 0,217183 

 200 400 
0 0,000000 0,000000 

0,10 0,001873 0,001914 
0,50 0,054304 0,054545 
0,70 0,106048 0,107787 
1,00 0,219966 0,221328 

 
Nuz  50 100 

  
0 0,000000 0,000000 

0,10 -0,000977 -0,001159 
0,50 -0,006404 -0,006589 
0,70 -0,009123 -0,009304 
1,00 -0,033197 -0,013378 

 200 400 
0 0,000000 0,000000 

0,10 -0,001249 -0,001328 
0,50 -0,006679 -0,006759 
0,70 -0,009393 -0,009474 
1,00 -0,013469 -0,013514 

 
Nuz  50 100 

  
0 0,000000 0,000000 

0,10 0,002721 0,002818 
0,50 0,002979 0,002980 
0,70 0,002981 0,002981 
1,00 0,002981 0,002981 

 200 400 
0 0,000000 0,000000 

0,10 0,002849 0,002874 
0,50 0,002980 0,002981 
0,70 0,002981 0,002981 
1,00 0,002981 0,002981 

 
Рис. 1. Изменение продольного перемещения u по 

длине стержня 
 

 
Рис. 2. Изменение угла наклона сечений 1 по длине 

стержня 
 

 
Рис. 3. Изменение угла поперечного сдвига 1 по 

длине стержня 
 

 
Рис. 4. Изменение вертикальные перемещение v  по 

длине стержня 
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Рис. 5. Изменение угла наклона сечений 2 по длине 

стержня 
 

 
Рис. 6. Изменение угла поперечного сдвига 2 по 

длине стержня 
 

 
Рис. 7. Изменение вертикальные перемещение v  по 

длине стержня 
 

 
Рис. 8. Изменение угол закручивания    

 

 
Рис. 9. Изменение угла закрутки   

 
4. Заключение 
 
Анализ результатов показывает, что при шаге 

50, 100, 200 400N и значения перемещения , ,u v w , 

углы поворота 1 2, ,   углы поперечного сдвига

1 2,  , угла закручивания   и угла закрутки   в 

защемленных торцах и вблизи торцов совпадают до 
одного знака, а середине стержня и свободных 
торцах до двух знаков. 

В целом полученные результаты удовлетворяют 
физике происходящего процесса, в связи с этим 
разработанный вычислительный алгоритм и 
соответствующее программные обеспечение можно 
использовать в расчетах стрежня прямоугольного 
сечения.
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