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Мақолада трубада ҳаракатланаётган қисилмайдиган ёпишқоқ суюқлик ҳарака-
тини математик моделлаштиришга оид маълумотлар келтирилган. Тадқиқотда тру-
бада, каналларда ва чегаравий қатламда ҳаракатланаётган суюқликнинг ламинар ва
турубулент режимда бўлиши, ҳамда ушбу режимларнинг пайдо бўлишининг физик
моҳияти таҳлил этилган. Бутун узунлиги бўйича ўзгармас диаметрли трубадаги су-
юқлик оқимини қарайлик, оқим тезлиги ёпишқоқлик эвазига труба деворида нолга
тенг бўлади, труба ўртасида эса максимал қийматга эришади. Суюқлик ичига жой-
лаштирилган характерли узунлик ҳамда радиусга эга бўлган, ўқи труба ўқи билан
мос тушадиган силиндр орқали оқиб ўтадиган суюқлик ҳаракати ўрганилган. Уш-
бу цилиндрдаги оқимнинг максимал тезлигини, трубанинг кўндаланг кесими орқа-
ли оқиб ўтадиган суюқлик ҳажмини, оқим узунлиги бўйича трубанинг ишқаланиш
қаршилик кўрсатиш коэффициентини ҳамда уринма кучланишнинг максимал қий-
матини ҳисоблаш формуласи чиқарилган. Ишқаланишга қаршилик кўрсатиш коэф-
фициентини ҳисоблашнинг эмпирик ва ярим эмпирик формулаларини таққослаш
натижалари келтирилган.
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1 Кириш
Суюқликларда ёпишқоқликнинг мавжудлиги суюқлик қатламларининг бир би-

рига нисбатан силжишига қаршилик кўрсатади. Бошқача қилиб айтганда, ламинар
(қатламли) оқимларда ёпишқоқлик эвазига ички ишқаланиш пайдо бўлади, у қат-
ламлар чегараларидаги уринма кучланишлар миқдори билан ифодаланади, яъни
бирлик юзага тўғри келадиган уринма куч миқдори билан характерланади. Суюқ-
ликнинг айрим концентрик қатламлари бир бирига нисбатан шундай ҳаракатлана-
дики, бунда суюқлик тезлиги асосий ўқ бўйлаб йўналган бўлади. Бундай турдаги
суюқлик ҳаракати ламинар оқим дейилади [1-12].

Реал суюқликларнинг ҳаракати кўпгина ҳолларда ламинар оқим ҳаракатидан
кескин фарқланади. Улар шундай махсус хусусиятга эга бўладики, у турбулентлик
деб аталади. Трубалар, каналлар ва чегаравий қатламлардаги реал суюқлик оқим-
ларида Рейнольдс сонининг ортиб бориши билан ламинар формадаги оқимнинг тур-
булент оқимга айланиши яққол кузатилади. Ламинар оқимнинг турбулент оқимга
бундай ўтишини баъзан турбулентликнинг пайдо бўлиши деб ҳам аташади, у бутун
гидродинамика соҳасида фундаментал аҳамиятга эга. Дастлаб бундай ўтиш тўғри
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труба ва каналлардаги оқимларда кузатилган. Ўзгармас кўндаланг кесимга эга бўл-
ган силлиқ деворли тўғри трубада Рейнольдс сонининг унчалик катта бўлмаган қий-
матларида суюқликнинг ҳар бир заррачаси тўғри чизиқли траектория бўйлаб ҳа-
ракатланади. Ёпишқоқлик мавжуд бўлганлиги сабабли, суюқликнинг деворга яқин
жойлашган заррачалари девордан узоқда жойлашган заррачаларга нисбатан секин
ҳаракатлана бошлайди. Оқим тартибланган ҳолда бир-бирига нисбатан силжувчи
ламинар оқим (қатламлар) сифатида ҳаракатланади. Аммо, кузатишлар шуни кўр-
сатадики, Рейнольдс сонининг катта қийматларида оқим тартибланмаган ҳолатга
ўтади, яъни турбулент оқимга айланади. Оқимда кучли аралашиш содир бўлади,
буни трубадаги суюқликка бўёқ киритиш орқали кўринарли тарзда ифодалаш мум-
кин.

Бу тажрибани амалда кузатиш дастлаб О. Рейнолдс (1883-1912) томонидан ўт-
казилган бўлиб, унда оқим таркибига ранг киритилган [1]. Оқим ламинар бўлганда
бўёқ қатъий чегараланган чизиқлар бўйлаб ҳаракатланади ва оқим турбулентликка
айланиши билан суюқликдаги ранг бутун труба бўйлаб тарқалиб кетади ва трубада-
ги оқим ранг билан тўлиқ бўялади. Бу шуни кўрсатадики, турбулент оқимда труба
ўқи бўйлаб ҳаракатланаётган асосий оқимга кўндаланг ҳаракат пайдо бўлади, яъ-
ни труба ўқига перпендикуляр бўлган ҳаракат вужудга келади. Ана шу кўндаланг
ҳаракат буёқ рангининг оқимда аралашиб кетишига олиб келади [2-10].

Ушбу тажриба қурилмаси 1-расмда келтирилган

Рис. 1 Оқимга қўшилган рангли суюқлик тажрибаси

Дастлаб тажриба 𝐷 трубага паст тезликка эга бўлган суюқликни киритишдан
бошланади. Айнан бир вақтда 𝐶 идишдан рангли буёқ 𝐸 трубача орқали қўшилади.
Бунда қуйидаги ҳолат содир бўлади: бўялган оқим тўғри горизонтал кўринишда,
суюқликнинг қолган барча массаси эса бўялмаган ҳолатда бўлади. Ўз навбатида,
бўялган суюқлик заррачалари қолган суюқлик билан аралашиб кетмайди ва 𝐷 тру-
бадаги оқим ҳаракати ламинар режимда бўлади. Суюқлик тезлигининг аста-секин
ортиб бориши билан 𝐷 трубада шундай ҳолат пайдо бўладики, текис ҳаракатланаёт-
ган рангли бўёқ йўқолади ва бутун ҳаракатланаётган суюқлик текис бўялган ҳолатга
ўтади. Ранг оқимга аралашиб кетади, бу шундан далолат берадики, 𝐷 трубада оқим-
нинг турбулент режими пайдо бўлади.
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Қисилмайдиган ёпишқоқ суюқликлар ҳаракатида Рейнольдс сони, 𝑅𝑒 = 𝜌𝑈𝐿
𝜇

нинг айнан битта қийматидан бошлаб, ламинар оқим турбулент оқимга айланади,
Рейнольдс сонининг ана шу қиймати критик Рейнольдс сони деб аталади, бунда
𝜌-зичлик, 𝜇-суюқликнинг ёпишқоқлиги, 𝑈 -асосий оқимнинг максимал тезлиги, 𝐿-
узунликнинг характерли масштаби.

Рис. 2 Ламинар оқимнинг турбулент оқимга ўтиши

2-расмдан кўринадики, 𝑅𝑒 < 𝑅𝑒𝑘𝑟𝑡, бўлганда оқим ламинар, 𝑅𝑒𝑘𝑟𝑡 < 𝑅𝑒 бўлганда
эса оқим турбулент режимга ўтади.

2 Масаланинг қўйилиши
Бутун узунлиги бўйича ўзгармас диаметрли трубаги суюқлик оқими ва суюқлик

ичига жойлаштирилган узунлиги 𝐿 га ва радиуси 𝑦 га тенг бўлган ўқи труба ўқи би-
лан мос тушадиган цилиндрни қарайлик. Ёпишқоқлик эвазига труба деворларидаги
тезлик нолга тенг, трубанинг ўртасида тезлик ўзининг энг катта қийматига эриша-
ди. Асосий ўқи труба ўқи билан мос келувчи цилиндрсимон сатҳ нуқталарида оқим
тезлиги ўзгармас бўлади. Айрим консентрик қатламлар ўзаро шундай ҳаракатлана-
дики, тезлик ҳамма жойда ўқ бўйича йўналтирилган ва оқим ламинар режимда бўла-
ди. Трубанинг бошланғич нуқтасидан етарлича узоқ масофада трубадаги оқимнинг
тезлик тақсимоти радиус бўйлаб, узунасига йўналтирилган координатадан боғлиқ
бўлмайди.

Трубадаги суюқлик ҳаракати труба ўқи бўйлаб босимнинг пасайиши аммо, ҳар
бир труба ўқига перпендикуляр кўндаланг кесимда босимни ўзгармас деб қараш мум-
кинлиги эвазига содир бўлади. Суюқликнинг ҳар бир элементи ҳаракати босимнинг
пасайиши эвазига тезлашади ва ишқаланиш ҳисобидан пайдо бўладиган силжиш ку-
чланиши сабабли секинлашади [2-12].

Асосий ўқ бўйлаб цилиндрга босим кучлари 𝑝1𝜋𝑦2 ва 𝑝2𝜋𝑦2 таъсир этади, улар мос
равишда цилиндрнинг кириш ва чиқиш асосларига мос келади, ҳамда цилиндрнинг
ён сирти бўйича таъсир этадиган уринма куч 2𝜋𝑦𝐿𝜏 мавжуд бўлади. Ушбу цилиндр-
даги оқимнинг максимал тезлигини, трубанинг кўндаланг кесими орқали оқиб ўта-
диган суюқлик ҳажмини, оқим узунлиги бўйича трубанинг ишқаланишга қаршилик
коеффициентини ҳамда уринма кучланишнинг максимал қийматини аниқлаш талаб
этилади.

3 Масаланинг ечилиши
Цилиндрдаги суюқликка таъсир этувчи кучларни тенглаштириб (3-расм), ҳара-

кат йўналиши бўйича мувозанат шарти сифатида ушбу тенгламани ҳосил қиламиз

𝑝1𝜋𝑦
2 = 𝑝2𝜋𝑦

2 + 2𝜋𝑦𝐿𝜏. (1)
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Рис. 3 Цилиндрдаги суюқликка таъсир этувчи кучлар

Ички ишқаланиш кучи проекцияси мусбат ишора билан олинган, чунки тезлик
градиенти манфий (қатламнинг оқим тезлиги радиус 𝑟 нинг ортиб бориши билан
камаяди). Формула (1) дан уринма кучланиш 𝜏 ни аниқлаб оламиз

𝜏 =
𝑝1 − 𝑝2
𝐿

· 𝑦
2
. (2)

Қаралаётган ҳолда тезлик 𝑢 координата 𝑦 нинг ортиши билан камаяди ва у ёпи-
шқоқлик эвазига 𝑦 = 𝑟 бўлганда нолга айланади. Шу сабабли, Гук ишқаланиш қо-
нунига асосан 𝜏 = −𝜇𝑑𝑢

𝑑𝑦
деб оламиз. Ушбу ифодани (2) га қўйиб, қуйидагига эга

бўламиз

−𝜇𝑑𝑢
𝑑𝑦

=
𝑝1 − 𝑝2
𝐿

· 𝑦
2
,

бундан

𝑑𝑢

𝑑𝑦
= −𝑝1 − 𝑝2

𝜇𝐿
· 𝑦

2
. (3)

эканлигини кўриш мумкин.
Энди 𝑦 = 𝑟 бўлганда 𝑢(𝑦) = 0 бўлишини эътиборга олиб, ушбу бошланғич шарт

билан тенглама (3) ни интеграллаб қуйидаги тенгламани ҳосил қиламиз

𝑢(𝑦) = −𝑝1 − 𝑝2
4𝜇𝐿

𝑦2 + 𝐶, (4)

Тенглама (4) даги ўзгармас константа 𝐶 ни топиш учун 𝑦 = 𝑟 бўлганда тезлик
𝑢(𝑟) = 0 бўлиш шартидан фойдаланамиз, яъни

𝑢(𝑟) = −𝑝1 − 𝑝2
4𝜇𝐿

𝑟2 + 𝐶 = 0,

бундан

𝐶 =
𝑝1 − 𝑝2

4𝜇𝐿
𝑟2. (5)

эканлигини аниқлаймиз. Ўзгармас 𝐶 нинг бу қийматини (4) га қўйиб

𝑢(𝑦) = −𝑝1 − 𝑝2
4𝜇𝐿

𝑦2 +
𝑝1 − 𝑝2

4𝜇𝐿
𝑟2,
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тенгламани ва бундан ўз навбатида

𝑢(𝑦) =
𝑝1 − 𝑝2

4𝜇𝐿
(𝑟2 − 𝑦2). (6)

тенгламага эга бўламиз.
Шундай қилиб, труба радиуси бўйлаб тезликнинг параболик тақсимотига эга

бўламиз (4-расм). Ушбу тезлик ўзининг энг катта қийматига трубанинг ўртасида
(𝑦 = 0) эришади ва у қуйидаги максимал қийматга эга бўлади:

𝑢𝑚𝑎𝑥 =
𝑝1 − 𝑝2

4𝜇𝐿
𝑟2. (7)

Рис. 4 4-расм.

Труба кесими бўйлаб оқиб ўтадиган тўлиқ суюқлик миқдори 𝑄 (суюқлик сарфи)
айланма параболоид ҳажми сифатида аниқланади (4-расм) ва ўз навбатида қуйида-
гича аниқланади.

Тенглама (6) ни 𝑟2 кўпайтирамиз ва бўламиз

𝑢(𝑦) =
𝑝1 − 𝑝2

4𝜇𝐿
(𝑟2 − 𝑦2) · 𝑟

2

𝑟2
,

бундан

𝑢(𝑦) =
𝑝1 − 𝑝2

4𝜇𝐿
𝑟2(

𝑟2 − 𝑦2

𝑟2
) = 𝑢𝑚𝑎𝑥(1 − 𝑦2

𝑟2
). (8)

эканлигини кўриш мумкин.
Доиравий кесимга эга бўлган труба орқали ўтадиган суюқликнинг умумий оқими

учун Гаген-Пуазейл формуласи[1,3,7,8,11,12] дан фойдаланиб,қуйидагини аниқлай-
миз

𝑄 =

𝑟∫︁
0

𝑢(𝑦)2𝜋𝑦 d𝑦 = 2𝜋𝑢𝑚𝑎𝑥

𝑟∫︁
0

(︂
𝑦 − 𝑦3

𝑟2

)︂
d𝑦 = 2𝜋𝑢𝑚𝑎𝑥[

𝑦2

2
− 𝑦4

4𝑟2
]

⃒⃒⃒⃒
0𝑟
,

яъни оқим сарфи учун ушбу формулага эга бўламиз

𝑄 = 2𝜋 · 𝑝1 − 𝑝2
4𝜇𝐿

· 𝑟2 · 𝑟
2

4
=
𝜋(𝑝1 − 𝑝2)𝑟

4

8𝜇𝐿
. (9)
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Трубанинг кўндаланг кесими бўйича қиймати қуйидагича аниқланадиган оқим-
нинг ўртача тезлигини киритамиз:

𝑢̄ =
𝑄

𝜋𝑟2
. (10)

Формула (9) ни эътиборга олган ҳолда (10) ни қуйидагича ёзамиз

𝑢̄ =
(𝑝1 − 𝑝2)𝑟

2

8𝜇𝐿
,

Функция 𝑢̄(𝑦) ни формула (7) билан аниқланадиган 𝑢𝑚𝑎𝑥 билан таққослаб, 𝑢̄(𝑦) =
= 1

2
𝑢𝑚𝑎𝑥 эканлигини кўриш мумкин, яъни трубадаги ламинар оқим ҳаракатида ўр-

тача тезлик максимал тезликнинг ярмига тенг (4-расм) бўлади.
Босим фарқи (𝑝1 − 𝑝2) ни аниқлаймиз

𝑝1 − 𝑝2 =
8𝜇𝐿𝑢̄

𝑟2
,

бундан

𝑝1 − 𝑝2 =
8𝜇𝐿𝑢̄

𝑟2
=

32𝜇𝑢̄

2𝑟
· 𝐿

2𝑟
=

32𝜇𝑢̄

𝐷
· 𝐿
𝐷
, (11)

бу ерда 𝐷 = 2𝑟 труба диаметри.
Оқим узунлиги бўйлаб йўқотилган босим Дарси-Вейсбах тенгламаси орқали то-

пилади

𝜆 =
𝑝1 − 𝑝2
1
2
𝜌𝑢̄2

· 𝐿
𝐷
. (12)

Формула (11) дан 𝑝1 − 𝑝2 нинг қийматини (12) га қўйиш натижасида қуйидаги
формулага эга бўламиз

𝜆 =
32𝜇𝑢̄

𝐷
· 𝐿
𝐷

· 2

𝜌𝑢̄2
· 𝐷
𝐿

=
64𝜇

𝜌𝑢̄𝐷
,

ёки бундан

𝜆 =
64

𝑅𝑒
, (13)

эканлигини кўриш мумкин, бу ерда 𝑅𝑒 = 𝜌𝑢̄𝐷
𝜇

.
Формула (12) дан қуйидагига эга бўламиз

𝑝1 − 𝑝2
𝐿

=
𝜆

𝐷

𝜌

2
𝑢̄2. (14)

Уринма кучланиш ўзининг энг катта қийматига труба деворида эришади, бу ерда
ушбу кучланиш қуйидагига тенг бўлади.

𝜏0 =
𝑝1 − 𝑝2
𝐿

𝑟

2
, (15)
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ҳамда ушбу формула оқим қандай режимда бўлишидан қатъий назар (ламинар ёки
турбулент) ўринли бўлади. Шундай қилиб, труба деворидаги уринма кучланиш бо-
симнинг пасайишини ўлчаш йўли билан экспериментал аниқланиши мумкин.

Формула (14) дан 𝑝1−𝑝2
𝐿

нинг қийматини (15) га қўйиш натижасида қуйидаги фор-
мулага эга бўламиз

𝜏0 =
𝜆

8
𝜌𝑢̄2. (16)

Бу трубадаги уринма кучланишнинг максимал қийматини ҳисоблаш формуласи-
дан иборат.

4 Натижалар таҳлили
Турбулент оқимни ҳисоблашдаги усуллардан бири бу эмпирик формулалардан

ёки ярим эмпирик назарияларга асосланган формулалардан фойдаланишдан иборат.
Айтилган фикрларнинг намойиши сифатида силлиқ трубалар учун экспериментал
маълумотларнинг иккита энг яхши аппроксиматциясини келтирамиз, ҳамда улар-
нинг Рейнольдс сони 𝑅𝑒 бўйича қўлланилиши мумкин бўлган чегараларини кўрса-
тамиз.

1911 йилда Блазиус томонидан силлиқ трубаларда қаршилик коеффитциенти
учун эмпирик формула олинган бўлиб, (у 2320 ÷ 4 · 105 гача ўринли):

𝜆 =
0.3164

𝑅𝑒0.25
. (17)

бу формула Блазиуснинг қаршилик қонуни сифатида маълум.
Никурадзе формуласи (у 𝑅𝑒 = 1 · 105 ÷ 1 · 106 интервалда қўлланилади):

𝜆 = 0.0032 +
0.221

𝑅𝑒0.237
. (18)

Критик Рейнольдс сонининг юқорида келтирилган кўлами, текис каналдаги Пу-
азейл оқими учун олинган критик Рейнольдс сони 𝑅𝑒𝑘𝑟𝑡 = 5770 билан мутаносиб
эканлигини кўриш мумкин [2,13-20].

Рис. 5 Силлиқ трубада қаршилик коеффициенти. 1–ламинар оқим(Пуазейл), 2–турбулент
оқим (Блазиус), 3–турбулент оқим (Никурадзе), ∙–экспериментал маълумот

Юқорида (13), (17), (18) формулалар асосида олинган натижалар 5-расмда кел-
тирилган.
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5-расмда силлиқ труба учун трубанинг қаршилик коеффициенти 𝜆 нинг Рей-
нольдс сони 𝑅𝑒 га боғлиқлигини кўрсатувчи экспериментал ва ҳисоблаш натижала-
ри келтирибган. Олинган натижаларни таққослаш шуни кўрсатадики 𝑅𝑒 сонининг
кичик қийматларида назарий формула (13) эксперимент орқали тасдиқланади. Ҳи-
соблаш ва экспериментал натижаларнинг мослиги 𝑅𝑒 = 2000 ÷ 2320 гача бўлганда
кузатилади. 𝑅𝑒 сонининг янада катта қийматларида турбулентлик механизмлари-
нинг фаол ишга тушиши эвазига, қаршилик ортади. Параметр 𝑅𝑒 нинг 𝜆 сонидан
келгусидаги боғлиқлиги ламинар оқим учун олинган натижадан кескин фарқланади.

5 Хулоса
Шундай қилиб, каналлар, трубалар ва чегаравий қатламлардаги қисилмайдиган

ёпишқоқ суюқликлар ҳаракати ламинар ва турбулент режимда бўлиши, ҳамда уш-
бу режимларнинг пайдо бўлишининг физик моҳияти кўрсатилган. Ушбу жараён О.
Рейнольдс томонидан тавсия этилган ҳаракатланаётган суюқликка ранг киритиш
тажрибаси орқали намойиш этилган.

Труба ичига жойлаштирилган цилиндрга суюқлик оқимининг максимал тезли-
ги, трубанинг кўндаланг кесими орқали оқиб ўтадиган суюқлик миқдори ҳажми,
оқим узунлиги бўйича трубанинг ишқаланишга қаршилик коеффициентини ҳисоб-
лаш формулалари чиқарилган.

Трубанинг қаршилик коеффициентини Пуазейл [1], Блазиус [2], Никурадзе [3]
ва экспериментал [4] формулалар орқали ҳисоблаш натижалари келтирилган, ҳамда
критик Рейнольдс сонининг Пуазейл ва Блазиус оқимлари учун ўзгариш кўлами
аниқланган, ҳамда текис каналдаги Пуазейл оқими учун олинган натижа[2,18] билан
мутаносиблиги кўрсатилган.
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The article contains information on mathematical modeling of the motion of an in-
compressible viscous fluid in a pipe. Laminar and turbulent regimes of fluid motion are
indicated in the research, and the physical meaning of the appearance of these regimes
is analyzed. Consider a straight circular tube with a constant diameter over its entire
length. The velocity of flow on the walls of the pipe due to adhesion is zero, in the middle
of the pipe it has the greatest value. We consider a cylinder with a characteristic length
and a characteristic radius inside a fluid whose axis coincides with the axis of the tube
and the flow of liquid through the cylinder is studied. Calculation formulas are derived
for calculating the maximum flow velocity in the cylinder, the volume of liquid passing
through the cross section of the pipe, the coefficient of resistance to friction in the pipe
along the length of the flow, and the maximum value of the tangential stress. The results
of a comparison of empirical and semi-empirical formulas for calculating the coefficient
of resistance to friction are presented.

Keywords: Reynolds number, laminar flow, turbulent flow, parabolic flow, frictional
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