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В статье рассмотрена задача стабилизации гидропривода, состоящего из насоса
переменной подачи, соединительного трубопровода и гидроцилиндра. Математиче-
ское моделирование гидросистемы произведено на основе нелинейных дифферен-
циальных уравнений, учитывающих нелинейную характеристику типа вязкого тре-
ния. Решение задачи об определении движений в гидравлическом приводе сведено
к исследованию переходного процесса и фазовых плоскостей динамической систе-
мы. Используя метод фазового пространства, установлены условия возникновения
автоколебаний в системе. Полученные уравнения фазовых траекторий системы яв-
ляются фокусами и предельными циклами с особой точкой в начале координат. Для
исследования поведений траекторий вблизи начала координат применен критерий
Ляпунова. Функция Ляпунова исследовалась в виде квадратичной формы. Уста-
новлены условия двух возможных сценариев поведения траекторий, при которых
происходит смена характерных режимов работы гидравлического привода: а) когда
окрестность особой точки неустойчива; б) когда окрестность особой точки устойчи-
ва. Для автоколебательной системы построена определенно положительная функция
Ляпунова, производная которой, полученная в силу дифференциальных уравнений
движений системы, является определенно отрицательной. На основе метода функ-
ций Ляпунова установлен закон стабилизации, обеспечивающий устойчивость гидро-
привода с нелинейной нагрузкой, а также построены диаграммы фазовых портретов
и временная реализация переходных процессов при различных значениях парамет-
ров системы. Полученные результаты могут быть распространены и на другие типы
технических систем для аналогичных динамических моделей.
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1 Введение
Методы теории автоматического регулирования и методы автоматического управ-

ления получили в последние десятилетия значительное развитие и являются эффек-
тивными при исследованиях и расчетах динамических процессов, возникающих в
машинах, аппаратах и устройствах. Примерами таких процессов служат вибрация в
машинах, аппаратах и устройствах, колебания жидкости в напорных трактах, свя-
занные с цикличностью рабочих процессов в машинах или аппаратах, автоколебания
отдельных узлов конструкций и др. [1–4].

В гидравлических системах мобильных и технологических машин для регулиро-
вания и изменения скорости и направления потока рабочей жидкости применяются
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гидравлические приводы. Динамические процессы обусловливаются сжимаемостью
жидкости, колебаниями давления, характером преодолеваемой нагрузки [5–7].

Высокочастотные колебания давления в гидроприводах даже при малых ампли-
тудах приводят к возникновению квитанционных процессов (разрыв непрерывности),
когда автоматы обслуживания (система подпитки, предохранительные клапаны дав-
лений) не обладают достаточным быстродействием, в связи с этим актуальны пробле-
мы оценки, анализа факторов устойчивости и стабилизации гидравлических систем
машин.

В работе [8] исследована устойчивость движения гидропривода с разомкнутой
схемой управления при наличии нелинейного демпфирования типа отрицательного
сопротивления. С помощью графо-аналитического метода выведены условия суще-
ствования апериодического переходного процесса, условия возникновения автоколе-
баний, а также установлен способ изменения параметров привода, обеспечивающий
желаемые динамические свойства.

Работа [9] посвящена решению задачи об оптимальной стабилизации устойчи-
вого движения дополнительными силами, при условии минимизации интегрально-
го функционала качества управления. В процессе решения задачи об оптимальной
стабилизации, используя функцию Ляпунова, найдены оптимальные управления и
подынтегральная функция в критерии качества управления обеспечивающую
асимптотическую устойчивость системы.

В работе [10] предложен способ решения задачи об оптимальной стабилизации от-
носительно части фазовых переменных применительно к нелинейным управляемым
динамическим системам.

Работа [11] посвящена анализу и составлению математических моделей систем с
электрогидравлическим следящими приводами и насосами, а также исследованию
устойчивости методом функций Ляпунова.

В данной работе по разработанной математической модели гидросистемы на ос-
нове метода функций Ляпунова получен закон стабилизации, обеспечивающая устой-
чивость системы с нелинейной нагрузкой.

2 Постановка задачи
Рассмотрим гидропривод, состоящий из насоса переменной равномерной подачи,

соединительного трубопровода и гидроцилиндра.
Допустим, что утечки пропорциональны давлению, сжимаемость жидкости под-

чиняется закону Гука, тогда уравнение расхода и нагрузок согласно [8] записываются
в форме

𝑢𝑄𝑥 = 𝐹𝜐 + 𝜏𝐹 2𝑝+ 𝜗𝐹 2�̇�,
𝑝𝐹 = 𝑃0 + 𝐶𝑝𝐹 + 𝐶𝜐 +𝑚�̇� + 𝑓,

(1)

𝑐 = 𝑐𝐵 + 𝑐𝐻 , 𝑓 = 𝑓𝐷 + 𝑓𝐻 ,

где 𝑢 – параметр регулирования; 𝑄𝑥 – расход холостого хода; �̇� = 0; 𝑝 – давление;
𝜏 – критерий герметичности; 𝜗 = 𝑉

𝑥𝐹 2 – критерий упругости; 𝑉 – объем жидко-
сти в напорной магистрали; 𝑥 – приведенное (на деформацию стенок трубопровода)
значение адиабатического модуля объемной упругости жидкости, которая считает-
ся постоянной; 𝜏𝐹 2𝑝 – расход утечек; 𝜗𝐹 2�̇� = 𝑑𝑉

𝑉
– расход, вызванный изменением
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давления из-за сжимаемости жидкостного звена; 𝜐 – скорость перемещения поршня
гидроцилиндра.

Усилие, создаваемое давлением жидкости на активную площадь поршня, расхо-
дуется на преодоление статической нагрузки демпфирования (внутренние потери) в
гидроцилиндре, а также на активное, реактивное и нелинейное сопротивление внеш-
ней нагрузки.

3 Метод решения
Введем безразмерные переменные

𝜐 =
𝜐𝑛
𝜐𝑥
, 𝑝 =

𝜏𝐹 2

(1 − 𝑐)𝑄𝑥

𝑝, 𝑓 =
𝜏𝐹

(1 − 𝑐)𝑄𝑥

𝑓, 𝑡 =
1

𝑇
𝑡, (2)

где 𝜐𝑛 = 𝜐 − ∆𝜐 – приведенная (на утечки от статической нагрузки) скорость. В
качестве масштаба давлений и нелинейного демпфирования приняты выражения со-
гласно [5]

(1 − 𝑐+ 𝜏𝐶)𝑢𝜐𝑥
𝜏𝐹

= (1 − 𝑐)
𝑢𝑄𝑥

𝜏𝐹 2

и
(1 − 𝑐+ 𝜏𝐶)𝑢𝜐𝑥

𝜏
= (1 − 𝑐)

𝑢𝑄𝑥

𝜏𝐹
.

Подставляя соотношения (2) в систему уравнений (1) и исключая 𝑝 и 𝑑𝑝
𝑑𝑡

, получаем

𝑢 = 𝜐 + (2𝜁 +
𝜗

𝜏𝑇

𝑑𝑓

𝑑𝜐
)
𝑑𝜐

𝑑𝑡
+
𝑑2𝑓

𝑑𝑡2
+ 𝑓, (3)

где 𝑇 и 𝜁 – постоянная времени и коэффициент демпфирования гидропривода при
𝑢 = 𝑓 = 0, т.е. параметры характеристического уравнения применительно к опти-
мальному режиму работы;

𝑇 =

√︂
𝑚𝜗

1 − 𝑐+ 𝜏𝐶
, 𝜁 =

1

2

(︂
𝜏

𝜗
+
𝐶

𝑚

)︂
𝑇.

Введем безразмерные переменные

𝑦 =
𝜐

𝑢
, Φ =

𝑓

𝑢
. (4)

С учетом (4) уравнение (3) примет форму

1 = 𝑦 +

(︂
2𝜁 +

𝜗

𝜏𝑇

𝑑Φ

𝑑𝑦

)︂
𝑑𝑦

𝑑𝑡
+
𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
+ Φ. (5)

Безразмерную установившуюся скорость 𝑦 = 𝑦0 (т.е. при 𝑑𝑦
𝑑𝑡

= 0) можно опреде-
лять графически точкой встречи графиков, изображающих функций 1−𝑦 и Φ = Φ(𝑦).

Введем обозначения

𝜐 =
𝑑𝑦

𝑑𝑡
, 𝑥 = 𝑦 − 𝑦0, Φ = Φ0 + ∆Φ, 1 − 𝑦0 = Φ0, (6)

имея в виду, что



Математическое моделирование стабилизации . . . 33

𝑑𝑥 = 𝑑𝑦, 𝑑2𝑦
𝑑𝑡2

= 𝑑𝜐
𝑑𝑥

с учетом соотношений (6) уравнение (5) после некоторых преобразований примет вид

𝑑𝜐

𝑑𝑥
= −

(︀
1 + ΔΦ

𝑥

)︀
𝑥+

[︀
2𝜁 + 𝜗

𝜏𝑇
(𝑑Φ
𝑑𝑥

)
]︀
𝜐

𝜐
. (7)

Для особой точки 𝑥 = 0, 𝜐 = 0,

𝑑𝜐

𝑑𝑥
= −

[︀
1 +

(︀
ΔΦ
𝑥

)︀
0

]︀
𝑥+

[︀
2𝜁 + 𝜗

𝜏𝑇

(︀
𝑑Φ
𝑑𝑥

)︀
0

]︀
𝜐,

𝜐
= −𝐴𝑥+𝐵𝜐

𝜐
, (8)

где

𝐴 = 1 +
(︀
ΔΦ
𝑥

)︀
0
, 𝐵 =2𝜁 + 𝜗

𝜏𝑇

(︀
𝑑Φ
𝑑𝑥

)︀
0
,
(︀
𝑑Φ
𝑑𝑥

)︀
0

= lim
𝑥→0

ΔΦ
𝑥
.

Допустим, что функция нелинейного демпфирования имеет вид Φ = Φ(𝑦0 + 𝑥).
Тогда равенство (8) принимает вид

𝑑𝜐

𝑑𝑥
= −

[︀
1 +

(︀
ΔΦ
𝑥

)︀
0

]︀
𝑥+

[︀
2𝜁 + 𝜗

𝜏𝑇

(︀
𝑑Φ
𝑑𝑥

)︀
0

]︀
𝜐 + 𝐶(𝑥, 𝜐)

𝜐 +𝐷(𝑥, 𝜐)
, (9)

где 𝐶(𝑥, 𝜐) и 𝐷(𝑥, 𝜐) – функции содержащие 𝑥 и 𝜐, начиная со второй и выше степе-
ней. По теореме Пуанкаре [12] при 𝑥→ 0 и 𝜐 → 0 эти функции могут быть отброше-
ны, тогда рассматриваемое уравнение совпадает с уравнением (8).

Формы аппроксимирующих функций (𝑦) могут быть 𝑎𝑦2 + 𝑏𝑦 + 𝑐, 𝑎
𝑦2

+ 𝑏
𝑦

+

+ 𝑐, 1
𝑎𝑦2+𝑏𝑦+𝑐

и 𝑎𝑦+𝑦
𝑐𝑦+𝑑

.

Первый случай (𝑎 = 0) использован с применением метода гармонической линеа-
ризации в работе [13], методом малого параметра в работе [14].

Предположим, что функция (𝑦) имеет вид

Φ(𝑦) = 𝑏𝑦2 − 𝑐. (10)

Тогда уравнение (5) представляется в форме

𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
+

(︂
2𝜁 + 2𝑏

𝜗

𝜏𝑇
𝑦

)︂
𝑑𝑦

𝑑𝑡
+ 𝑏𝑦2 + 𝑦 + (𝑐− 1) = 0. (11)

Введем обозначения

𝑥1 = 𝑦 − 𝑦0 − 𝑐+ 1, 𝑥2 = �̇�1. (12)

С учетом обозначений (12), уравнение (11) после упрощений принимает форму{︂
�̇�1 = 𝑥2,
�̇�2 = −𝑥1 − 2𝜁𝑥2 − 𝑏𝑥21 − 2𝑏 𝜗

𝜏𝑇
𝑥1𝑥2.

(13)

Из системы (13) видно, что она обладает неединственным равновесным состояни-
ем, а именно

1)𝑥2 = 0, 𝑥1 = 1 − 𝑐, 2)𝑥1 = 1 − 𝑐, 𝑥2 =
𝜏𝑇𝑏(1 − 𝑐)2

2𝜁 + 2𝜗𝑏(1 − 𝑐)
,
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Рис. 1 Траектория 𝑂1𝑃𝑄 и окружность с центром в точке 𝑂(0, 0).

имеет три положения равновесия 𝑂(0, 0), 𝑂1(1 − 𝑐, 0) и 𝑂2(1 − 𝑐, 𝑥2).
Определим устойчивость особой точки 𝑂(0, 0). Допустим, что интегральная кри-

вая, т.е. траектория системы (13), изображается кривой 𝑂𝑃𝑄 (рис. 1).
Если состояние положения равновесия системы в точке является асимптотически

устойчивым, то с ростом 𝑡 изображающая точка 𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡) стремится к точке 𝑂(0,0).
На рис. 1 изображена окружность, определяемая уравнением

𝑉 (𝑥1, 𝑥2) = 𝑥21 + 𝑥22 = 𝑟2, (14)

где 𝑟 – расстояние между точкой 𝑃 и точкой 𝑂. Рассмотрим поведение точки пере-
сечения 𝑃 окружности и интегральной кривой с ростом времени 𝑡. Поскольку 𝑥1 и
𝑥2 являются функциями времени, то 𝑉 также является функцией времени.

Дифференцируя уравнение (14), получаем

𝑑𝑉

𝑑𝑡
= 2𝑥1

𝑑𝑥1
𝑑𝑡

+ 2𝑥2
𝑑𝑥2
𝑑𝑡
.

Подставляя сюда 𝑥1, 𝑥2 из уравнения (13), после некоторых упрощений, получаем

𝑑𝑉

𝑑𝑡
= −4𝜁𝑥2 − 2𝑏𝑥21𝑥2 − 4𝑏

𝜗

𝜏𝑇
𝑥1𝑥

2
2
. (15)

Согласно соотношению (15), 𝑑𝑉
𝑑𝑡

< 0 для вcех значений 𝑡 и 𝑥1, 𝑥2 кроме особой
точки.

Для исследования поведений траекторий вблизи точки 𝑂 применим к системе
(13) критерий Ляпунова [15]. Функцию Ляпунова определяем в виде

𝑉 (𝑥1, 𝑥2) =
1

2
(𝛾1𝑥

2
1 + 𝛾12𝑥1𝑥2 + 𝛾2𝑥

2
2). (16)

Неизвестные коэффициенты 𝛾1, 𝛾2 и 𝛾12 определяем таким образом, чтобы про-
изводная 𝑑𝑉

𝑑𝑡
была отрицательно определенной функцией вида
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𝑑𝑉

𝑑𝑡
= −(𝑥21 + 𝑥22). (17)

Используя функцию Ляпунова (16), определяем 𝑑𝑉
𝑑𝑡

в форме

𝑑𝑉

𝑑𝑡
= −𝑥21 − 𝑥22 − 𝑏𝑥31 − (1 − 𝑏

𝜁
)𝑥21𝑥2 −

2𝑏𝜗

𝜁𝜏𝑇
𝑥1𝑥

2
2. (18)

Согласно выражению (18) все члены полинома отрицательны, т.е. производная
𝑑𝑉
𝑑𝑡
< 0. Это означает, что особая точка 𝑂(0, 0) устойчива, т.е. любая траектория с

увеличением времени 𝑡 пересекает поверхность 𝑉 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 снаружи вовнутрь.
Рассмотрим задачу о стабилизации гидравлической системы. Возмущенное дви-

жение
∑︀

в рассматриваемом случае описывается уравнениями (13)

�̇�1 = 𝑥2,
�̇�2 = −𝑥1 − 2𝜁𝑥2 − 𝑏𝑥21 − 2𝑏 𝜗

𝜏𝑇
𝑥1𝑥2 + 𝑢2.

(19)

Примем обозначения для системы (19) согласно [3]

𝑥 =

[︂
𝑥1
𝑥2

]︂
, 𝐹 =

[︂
0 1

−𝑏𝑥21 − 2𝑏 𝜗
𝜏𝑇
𝑥1𝑥2

]︂
, 𝐺 =

[︂
0 0
0 1

]︂
. (20)

Общий вид законов стабилизации для уравнений (19) согласно [7] определяется
выражением

𝑢* = 𝑙(𝑥, 𝑡) +
𝜆

2
𝐺𝑇 𝜕𝑉

𝜕𝑥
+ 𝑝(𝑥, 𝑡). (21)

Для того, чтобы невозмущенное движение (19) было асимптотически устойчивым
на множестве законов (21) равномерно по 𝑡0 и 𝑥0 для функции (18), положив 𝑝1 =
= 𝑝2 = 0, 𝜆 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0, 𝑙1 = 0, 𝑙2 = −𝑏𝑥21 − 2𝑏 𝜗

𝜏𝑇
𝑥1𝑥2, с учетом матриц (20) и

соотношения (21), для системы (19) получаем в форме

𝑢*1 = 0, 𝑢*2 = −2𝑏
𝜗

𝜏𝑇
𝑥1𝑥2 −

𝜆

4
𝑥1 −

𝜆

𝜁
𝑥2. (22)

Таким образом, для системы (19) закон стабилизации имеет форму (22).
На рис. 2 а) и б) представлена временная реализация переходного процесса ста-

билизации системы при значениях параметров: 𝑏 = 0, 5; 𝜐 = 0, 1, 𝜏 = 10, 𝜏 =
= 0, 1, 𝑇 = 5, 𝜉 = 0, 3; 𝑢 = 0, 20; 𝜆 = 1.0, 𝜉 = 0, 4; 𝑢 = 0, 18. 𝑥1(0) = 0, 1; 𝑥2(0) =
= 0, 01.

На рис. 2. в) и г) представлены фазовые портреты процесса стабилизации системы
при вышеуказанных значениях параметров.

Как видно из рис. 2 а) и б) введение закона стабилизации переводит систему из
режима автоколебаний в режим затухания, т.е. к стабилизации системы. Это приво-
дит к улучшению динамических свойств рассматриваемой гидравлической системы
без усложнения технической реализации системы.

4 Заключение
Составлена математическая модель стабилизации гидравлического привода с

нелинейной нагрузкой. Исследование динамической системы показало, что получен-
ные уравнения фазовых траекторий системы являются фокусами и предельными



36 Игамбердиев К.А.

Рис. 2 а) и б) – временная реализация переходного процесса; б) и г) – фазовые портреты
процесса стабилизации системы 𝑋

⟨1⟩
1 → 𝑡; 𝑋

⟨2⟩
1 → 𝑥1; 𝑋

⟨3⟩
1 → 𝑥2

циклами с особой точкой в начале координат. Для исследования поведений траекто-
рий вблизи начала координат применен критерий Ляпунова. Функция Ляпунова ис-
следовалась в виде квадратичной формы. Установлены условия двух возможных сце-
нариев поведения траекторий, при которых происходит смена характерных режимов
работы гидравлического привода: а) когда окрестность особой точки неустойчива; б)
когда окрестность особой точки устойчива. Для автоколебательной системы постро-
ена определенно положительная функция Ляпунова, производная которой, получен-
ная в силу дифференциальных уравнений движений системы, является определенно
отрицательной. На основе метода функций Ляпунова установлен закон стабилиза-
ции, обеспечивающий устойчивость гидропривода с нелинейной нагрузкой, а также
построены диаграммы фазовых портретов и временная реализация переходных про-
цессов при различных значениях параметров системы. Полученные результаты мо-
гут быть распространены и на другие типы технических систем для аналогичных
динамических моделей.
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MATHEMATICAL MODELING OF STABILIZATION OF THE
HYDRAULIC DRIVE WITH NON-LINEAR LOAD
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Institute of Mechanics and Seismic Resistance of Structures NAS RUz

The problem of stabilizing a hydraulic drive, consisting of a pump of variable feed,
connecting pipe and hydraulic cylinder is considered in the paper. Mathematical sim-
ulation of the hydro system was made on the basis of nonlinear differential equations
considering the nonlinear characteristics of viscous friction type. The solution of the
problem of determining the motions in a hydraulic drive is reduced to the study of the
transient process and the phase planes of a dynamic system. Using the method of phase
space the conditions for the occurrence of self-oscillations in the system are stated. The
resulting equations of phase trajectories of the system are the foci and limit cycles with a
singular point at the origin. To study the behavior of trajectories near the origin, the Lya-
punov’s criterion is applied. The Lyapunov function is investigated in a quadratic form.
The conditions of two possible scenarios of the behavior of the trajectories are stated,
under which the change in characteristic modes of operation of the hydraulic drive occurs:
a) when the vicinity of the singular point is unstable; b) when the vicinity of the singular
point is stable. A definitely positive Lyapunov function for a self-oscillating system is
obtained; its derivatives, obtained by differ- ntail equations of motion of the system, are
definitely negative. Based on the Lyapunov function method, the stabilization law for
a hydraulic drive under nonlinear load is obtained, and the diagrams of phase portraits
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are constructed, as well as a time implementation of transient processes under different
values of the system parameters. The results obtained can be distributed on other types
of engineering systems, on analogous dynamic models.

Keywords: mathematical model, stabilization, nonlinearity, auto oscillations, stability,
control, hydraulic system.
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