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Аннотация

В статье приводятся методика, алгоритм решения задач об установившихся вынужденных колебаниях грунтовых 
плотин с учетом линейно вязкоупругих свойств  грунта,  для их описания использована наследственная теория вязко-
упругости Больцмана-Вольтерра. Рассматриваемая задача решена методом разложения по собственной форме ко-
лебаний упругой задачи. Проведены исследования напряженно-деформированного состояния Нурекской грунтовой 
плотины, с учетом линейно вязкоупругих свойств грунта и неоднородной особенности конструкции в резонансных ре-
жимах колебаний при периодических кинематических воздействиях. Установлено, что наличие в сооружении плотного 
спектра собственных частот в резонансных режимах колебаний приводит к возникновению наибольшей резонансной 
амплитуды колебаний сооружения, а учет вязкоупругих свойства грунта приводит к умеренному затуханию колебаний, 
которое слабо зависит от частоты. 

Ключевые слова: грунтовая плотина, собственная форма колебаний, вязкоупругость, напряженно-деформирован-
ное состояние, диссипативные свойства, затухание колебаний, кинематические воздействия, амплитудно-частотные ха-
рактеристики, резонансный режим. 
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 Аннотация
Мақолада грунтнинг чизиқли қовушқоқ-эластиклик хусусиятини ҳисобга олган ҳолда грунтли тўғонларнинг мажбу-

рий турғун тебранишларини текшириш учун  масаласини ечиш методикаси ва алгоритми ишлаб чиқилган. Грунтнинг 
қовушқоқ-эластиклик хусусиятини ҳисобга олишда Больцман-Вольтерр назариясидан фойдаланилган. Кўрилаётган  
масаланинг ечими эластик иншоотнинг хусусий тебраниш формалари бўйича ёйиш усули ёрдамида  ишлаб чиқил-
ган. Нурек грунт тўғонининг кучланиш-деформацияланиш ҳолати грунтнинг қовушқоқ-эластиклик хусусияти ва иншоот 
конструкциясининг бир жинссизлигини эътиборга олган ҳолда текширилган, даврий кинематик таъсирлар натижасида 
иншоотнинг резонанс ҳолати ҳам кўриб чиқилган. Иншоотнинг хусусий частоталари бир-бирига яқин жойлашган бўлса, 
резонанс режимида тебраниш амплитуда бошқа резонанс амплитудаларида бир неча баробар катта бўлади. Грунтнинг 
қовушқоқ-эластиклик хусусиятини инобатга олиш тебранишни аста-секинлик билан сўнишга олиб келади. 

Таянч сўзлар: Грунтли тўғон, хусусий тебраниш формаси, қовушқоқ-эластиклик, кучланганлик-деформацияланиш 
ҳолати, диссипатив хусусиятлар, тебранишнинг сўниши, кинематик таъсирлар, амплитуда-частотали характеристика-
лар, резонанс режими.

INVESTIGATION OF STEADY-STATE VIBRATIONS OF EARTH 
STRUCTURES
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Abstract
A method, an algorithm for solving problems on steady forced vibrations of soil dams is given in the paper, taking into 

account linear viscoelastic properties of soil. To describe viscoelastic properties, the Boltzmann-Volterra hereditary theory of 
viscoelasticity is used. Solution of the problem under consideration is sought by the method of solution expansion in terms of 
eigenmode of vibrations of elastic problem. Investigations of stress-strain state of the Nurek earth dam have been conducted 
with account of linear viscoelastic properties of soil and heterogeneous structural features in resonance modes of vibrations 
under periodic kinematic influences. It is established, that the presence of a dense spectrum of natural frequencies in resonance 
modes of structure oscillation leads to the appearance of the largest resonance amplitude of structure oscillations, and an 
account of viscoelastic properties of soil leads to a moderate attenuation of oscillations, which slightly depends on the frequency.

Key words: earth dam, eigenmode of vibrations, viscoelasticity, stress-strain state, dissipative properties, damping, 
kinematic influences, amplitude-frequency characteristics, resonance regime.
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Введение. Оценка прочности грунтовых плотин 
при различных динамических воздействиях с уче-

том реальных особенностей конструкции и диссипатив-
ных свойств материала сооружения представляет прак-
тический интерес. Поэтому для оценки динамического 
напряженно-деформированного состояния грунтовых 
плотин вблизи резонансных режимов, в первую очередь, 
необходимо рассмотреть установившиеся вынужденные 
колебания сооружения с учетом диссипативных свойств 
материала.

Обычно установившиеся вынужденные колебания 
сооружения происходят при наличии внешних периоди-
ческих воздействий, при этом начальные условия не учи-
тываются. В этом случае диссипативные свойства соо-
ружения проявляются, главным образом, в резонансных 
режимах. В качестве количественной оценки интенсивно-
сти диссипативных процессов используют значения резо-
нансных амплитуд перемещений и напряжений.

В последнее время опубликован ряд работ, где учи-
тывается проявление упругих, вязкоупругих линейных 
и нелинейных, а также упруго-вязкопластических и др. 
свойств грунта, которые наряду с выше указанными свой-
ствами описывают и диссипацию в материале при дина-
мических воздействиях. Краткое содержание некоторых 
их них.

Исследована динамическая реакция грунтовых пло-
тин с учетом нелинейных и вязкоупругих свойств грунта, 
где установлена зависимость величины возникающих ди-
намических реакций от нагрузки и механических свойств 
грунта [1].

Динамическое поведение грунтовых плотин с учетом 
нелинейных свойств материала рассмотрено в [2]. Иссле-
дованы переходные динамические процессы и эффекты 
ползучести при циклических воздействиях, задачи реше-
ны методом Ньюмарка.

В работе [3] с использованием нелинейно реологиче-
ских моделей исследовано напряженное состояние пло-
тины. Возможность использования этой модели проде-
монстрирована сопоставлением численных результатов с 
результатами лабораторных испытаний.

Предложена модель [4] и набор определяющих со-
отношений для реологической модели мягких грунтов. 
Возможность использования этой модели подтверждена 
рядом экспериментов реологической консолидации с раз-
ной скоростью загрузки.

В работе [5] исследуются свойства крупнозернистых 
материалов каменно-набросной плотины с использовани-
ем реологических моделей. Показано, что для моделиро-
вания деформации необходимо единое описание взаимо-
действия различных факторов. Полученные результаты 
численного моделирования сравниваются с имеющимися 
экспериментальными данными для каменно-набросных 
сооружений.

Для описания диссипативных свойств грунта, в по-
следнее время, все чаще и чаще используется наслед-
ственная теория вязкоупругости Больцмана-Вольтерра 
[6,7,8,9,10,15,16,17] .

Поведение конкретных сооружений с использовани-
ем наследственной теории вязкоупругости в условиях 
динамических нагружений исследовано не достаточно. 
При этом подавляющее число публикаций, связанных с 
динамическими задачами наследственной теории вязко-
упругости, посвящено расчету тонкостенных конструкций 

– балок, пластин и оболочек [11,12,13,14,18,19,20,22].
Схема решения динамических задач вязкоупругости 

для тонкостенных конструкций достаточно стандартна. 
Подбирая координатную функцию, удовлетворяющую 
граничным условиям, исходную задачу можно свести к 
задаче о колебаниях системы с конечным числом степе-
ней свободы, т.е. к системе линейных или нелинейных 
интегро-дифференциальных уравнений с одной неза-
висимой переменной времени. Как правило, при этом в 
качестве координатных функций применяются тригоно-
метрические, либо балочные функции. Такой выбор коор-
динатных функций ограничивает класс решаемых задач 
конструкциями простейших конфигураций – балками пос- 
тоянных сечений, прямоугольной пластиной, цилиндриче-
ской оболочкой [13,14,20].

Авторы работ [13,14,20], допуская ряд неточностей 
при подборе координатных функций, стараются повысить 
точность решения системы интегро-дифференциальных 
уравнений. Однако для конструкций с реальной геометри-
ей невозможно подобрать аналитические координатные 
функции, удовлетворяющие граничным условиям задачи.

Поэтому для конструкции сложной геометрии в ка-
честве координатных функций, желательно использо-
вать собственные формы колебаний, которые прису-
щи им  и учитывают все особенности рассматриваемой                    
конструкции.

Впервые разложение решения по собственным фор-
мам колебаний при решении конкретных задач было 
использовано в работе [21]. Затем собственные формы 
колебаний для разложения решения при вынужденных 
колебаниях реальных конструкций и сложных вязкоупру-
гих оболочек использовались в работах [11,12,22,23]. На-
ряду с этим разложением по собственным формам коле-
баний была решена задача о колебаниях трехмерных тел 
с присоединенными массами в работе [24].

Приведенный обзор известных работ показывает не-
обходимость оценки напряженно-деформированного 
состояния и динамического поведения грунтовых соору-
жений не только с учетом вязкоупругих свойств грунта, а 
также неоднородной особенности конструкции и реаль-
ной геометрии.

Методика и объект исследований. Рассматрива-
ется грунтовое сооружение (рис.1), занимающее объем 
V=V1+V2+V3, Предполагается, подошва  сооружения нахо-
дится на жестком основании ∑0, где приложено кинемати-
ческое воздействие � �txu

o
,��   . На поверхности ∑1 действует 

гидростатическое давление � �
21

, xxР
с

�
. Остальная часть по-

верхности (∑2, ∑3)-свободна от напряжений. Материал раз-
ных частей (V1,V2,V3) плотины считается линейно упругим 
или линейно вязкоупругим.

Задача состоит в определении полей перемещений и 
напряжений, возникающих в сооружении при действии на 
нее массовых сил f

�
, давления воды � �

21
, xxР

с

�
и кинематического 

воздействия в основании � �txu
o

,�� .
Для постановки задачи используется принцип возмож-

ных перемещений [15,16,17].
При решении линейных задач физические свойства 

материала тела описываются соотношениями между на-
пряжениями ijnijkknij

������ ~2
~

��и деформациями ijnijkknij
������ ~2

~
�� вида [25]:

ijnijkknij
������ ~2

~
��                              (1)

В случае, когда материал n-ого элемента (т.е.V1,V2,V3) 
системы упругий, величины ijnijkknij

������ ~2
~

��  и ijnijkknij
������ ~2

~
��  являются константа-

ми Ламе, если материал обладает вязкоупругими свой-
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Рис.1. Модель грунтового сооружения
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где 
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�� ,  - константы Ламе;  
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ГГ �� , - ядра релаксации; 
φ(t) - произвольная функция времени.
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Задаются также кинематические условия в основании
)(),(:

00
ttxux �

����
���                     (4)

где  )(),(:
00

ttxux �
����

���  - заданная функция времени.
Приближенное решение рассматриваемой задачи на-

ходится в виде разложения по собственным формам коле-
баний [10,11,12,16,22,24], упругого сооружения  (рис.1) т.е.:
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где: � �txu ,
0

��
  - известная функция (4), удовлетворяющая 

краевым условиям задачи; )(
*

xu
k

��  - собственные формы 
колебаний упругого сооружения; )(ty

k - искомые функции 
времени; )(ty

k
�  - произвольные константы; N - количество 

собственных форм, удерживаемых в разложении (5).
При использовании данного подхода основная труд-

ность состоит в выборе координатных функций )(
*

xu
k

�� , ко-
торые достаточно просты в случае тел простой формы 
и условий закрепления. Для тел сложной формы выбор 
координатных функций )(

*
xu

k

�� , сводящих рассматривае-
мую задачу к системе разрешающих уравнений с конеч-
ным числом степеней свободы, представляет достаточно 
трудную задачу. Использование же собственных форм 
колебаний позволяет точно описать реальную геометрию 
и различные особенности тел сложной формы при раз-

личных воздействиях. Именно этим объясняется выбор в 
качестве координатных функций собственных форм коле-
баний. Поэтому в данной работе, сначала с учетом всех 
особенностей сооружения и материала методом конечных 
элементов (МКЭ) определяются собственные формы ко-
лебаний сооружения в линейной упругой постановке. Да-
лее решение задачи о вынужденных колебаниях системы 
с учетом вязкоупругих свойств материала ведётся в виде 
разложения по найденным собственным формам колеба-
ний упругой задачи (5).

Для установившихся вынужденных колебаний при дей-
ствии периодических кинематических воздействий с уче-
том линейно вязкоупругих свойств материала сооружения 
рассматриваемая задача после подстановки (5) в исходное 
вариационное уравнение сводится к решению системы ли-
нейных интегро-дифференциальных уравнений вида

� � � � � � � � � � � �� �tftfdytГCtyKtyM
ii

t

kikkikkik 2211
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   (6)

i=1,2,…,N; k=1,2,…,N.
Порядок системы (6) равен количеству N удержанных 

в разложении (5) собственных форм колебаний упругого 
сооружения. При исследовании установившихся вынуж-
денных колебаний нижняя граница интеграла в выражении 
(2) принимается от минус бесконечности до t. При этом на-
чальные условия не учитываются.

Система интегро-дифференциальных уравнений (6) 
описывает динамическое поведение грунтовых плотин с 
учетом вязкоупругих свойств грунта при периодических 
кинематических воздействиях. Это позволяет исследовать 
динамическое поведение грунтовых плотин при различных 
частотах внешнего воздействия, включая варианты, когда 
частота воздействия равна собственной частоте сооруже-
ния (резонансный режим).

Коэффициенты
jiijijiiii

CKMFQff ,,,,,,
21 системы интегро- 

дифференциальных уравнений (6) определяются через 
собственные формы колебаний )(

*
xu

k

�� путем интегриро-
вания их по объему рассматриваемой плотины. Здесь 

jiijijiiii
CKMFQff ,,,,,,

21
)(tf - суммарная внешняя нагрузка от массо-

вых сил, гидростатического давления, а также от кинема-
тического воздействия, изменяющегося по времени. Урав-
нение (6), решалось методами изложенными в [22,26].
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Для проверки достоверности разработанного алгорит-
ма и программы на ЭВМ было решено линейное инте-
гро-дифференциальное уравнение [20]. Результаты полу-
ченных численных решении были сопоставлены с точным 
решением [28].

Результаты исследований. Приводятся результаты 
исследований установившиеся вынужденных колебаний 
Нурекской грунтовой плотины с помощью разработан-
ной методики, алгоритма и программы расчета на ЭВМ. 
Нурекская плотина имеет следующие геометрические 
размеры: высота H=296 м, ширина гребня bгреб=20.0 м, за-
ложение откосов m1=2.25 (верховой) и m2=2.2 (низовой). 
Механические характеристики материалов плотины  сле-
дующие: ядро– γ=0.00195 кг с/см3,  v =0.35, G=8663 кг с/см2;  
переходные зоны –  γ =0.00235 кг с/см3, v=0.30, G=13654 кг       
с/см2; упорные призмы– γ =0.00220 кг с/см3, v=0.28, G=11984 кг  
с/см2;  пригрузка откоса – γ=0.00185 кг с/см3,  v=0.24,  G=12370 
кг с/см2. Для описания вязкоупругих свойств грунта ис-
пользовались трехпараметрические ядра релаксации А.Р. 
Ржаницына [27] с параметрами ядра релаксации, приве-
денными в [8]. Где G - сдвиговой модуль, γ - объемный 
вес, v  -коэффициент Пуассона.

В качестве внешних воздействий использовались 
двухкомпонентные периодические кинематические воз-
действия, приложенные  в основании сооружения, т.е.:

,
)exp()(

)exp()(0
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20
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tiBtu

tiCtu
x

���

���
��

�                    
(7)

где В,С – амплитуда, а � – частота кинематического 
воздействия. 

Для оценки динамического поведения Нурекской грун-
товой плотины при воздействиях (7). сначала решались 
задачи о собственных колебаниях плотины с учетом упру-
гих свойств грунта плотины и определялись собственные 
частоты и формы колебаний рассмотренного сооружения. 
Далее найденные формы колебаний сооружения исполь-
зовались в качестве координатных функций в (5) при ре-
шении задач о вынужденных установившихся колебаниях 
плотины с учетом реальных особенностей рассмотрен-
ных сооружений и вязкоупругих свойств грунта.

Результатом расчета явилось построение для ряда 
характерных точек плотин амплитудно-частотных харак-
теристик (АЧХ) перемещений (u1, u2) и напряжений: нор-
мальных ,,

2211
��  касательных - 12

� , главных - 1� , 2� , макси-
мальных касательных - τmax и интенсивности напряжений   

i
� при различных частотах « � » кинематического воздей-
ствия (7) в диапазоне от 1.0 до 20.0 рад/сек. В окрестности 
предполагаемого вязкоупругого резонанса шаг для часто-
ты «�» уменьшался в 2-3 раза, соотношение амплитуд 
принималось В/С=2.0 (В=0.01м).

При периодических воздействиях амплитудно-ча-
стотные характеристики (АЧХ) являются основным пока-
зателем оценки и прогноза динамики и напряженно-де-
формированного состояния сооружения в целом, так как 
показывают отклик каждой точки сооружения на частоты 
воздействия. Это позволяет прогнозировать изменение 
перемещений и напряжений при различных частотах  «�» 
внешнего воздействия.

На рис. 2 показаны АЧХ перемещений (u1, u2) харак-
терных точек Нурекской плотины: D (х1=-10.0 м, х2=296.0 
м) и E (х1=-135.0 м, х2=129.5 м), полученные для линейно 
упругого грунта без учета массовых сил. Характерной 
особенностью этих результатов является наступление 

упругого резонанса при совпадении частоты воздействия 
«�» с любой из частот собственных колебаний плотины:  
ω1=0.807 рад/сек; ω2 =1.248 рад/сек;  ω3=1.474 рад/сек; ω4=1.662 
рад/сек; ω5 =1.793 рад/сек; ω6 =1.901 рад/сек;  ω7=2.126 рад/сек. 
Характерный отклик системы (рис.1) при совпадении ча-
стот внешних воздействий с собственными частотами 
сооружений подтверждает достоверность разработанной 
методики при исследовании установившихся вынужден-
ных колебаний.

 Рис.2. Амплитудно - частотные характеристики 
перемещений 

(|u1|, |u2|) точек D(х1=-10.0 м, х2=296.0 м) – (а) и E (х1=-135.0 м, 
х2=129.5 м) - (б)  Нурекской плотины, полученные в упругой 
постановке без учета массовых сил: ____горизонтальные 

перемещения (u1); ------вертикальные перемещения (u2).

На рис. 3а. показаны возникающие АЧХ главно-
го напряжения - 2�  в точке  F(x1 =79,4м, x2=104,8м) и на                      
рис.3б-АЧХ интенсивность напряжения - i

� в точке Q(x1=     
-162,6м, x2=141,8м) Нурекской плотины с учетом вязкоупру-
гих свойств материала и без учета массовых сил.
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процессы происходящие в сооруже-
нии, что подтверждено резонансными 
явлениями в упругом случае.

3. Наличие в сооружении плотного 
спектра собственных частот в резо-
нансных режимах колебаний приводит к 
возникновению наибольшей резонанс-
ной амплитуды колебаний сооружения.

4. Учет вязкоупругих свойств грунта 
позволяет адекватно описать динами-
ку сооружения в резонансных режимах 
колебаний и приводит к умеренному 
затуханию, которое слабо зависит от 
частоты колебаний.

Рис.3. Амплитудно-частотные характеристики 
главного напряжения 

( | 2� | ) в точке F( x1= 79,4 м, x2 =104,8 м) и  интенсивность 
напряжения ( i

� ) в точке Q( = x1 -162,6 м,  x2=141,8 м) Нурек-
ской плотины полученные с  учетом вязкоупругих свойств 

материала.

Полученные результаты указывают на превышение 
амплитуд горизонтальных перемещений по сравнению с 
вертикальными при первой резонансной частоте. На вто-
ром резонансе, наоборот–вертикальные амплитуды пре-
восходят горизонтальные. Это объясняется характером 
собственных форм колебаний плотины при соответствую-
щих частотах: на первой - сдвиг центрального сечения, на 
второй – вертикальная деформация и т.д.

В области плотного спектра собственных частот (ω4, 
ω5, ω6 или ω9, ω10) амплитуды горизонтальных колебаний 
создают единый пик с большой амплитудой.

Анализ АЧХ напряжений (рис.3а и рис. 3б) показы-
вает, что наибольшие амплитуды напряжений в точках 
плотины возникают при совпадении частоты воздействия         
�  с первой собственной частотой и с частотами плотного 
спектра в диапазоне между  ω4÷ω6 или ω9, ω10 . Это объяс-
няется корреляцией собственных форм колебаний соору-
жения с близкими частотами, создающими единый пик с 
большой амплитудой. Поэтому для этой плотины опасным 
является воздействие с частотой � = ω1 и с частотой, нахо-
дящейся в диапазоне между частотами ω4 и ω6 .

На рис. 4 показаны изолинии распределения коэффици-
ента запаса прочности K в сечении Нурекской плотины с уче-
том массовых сил и вязкоупругих свойств грунта при резо-
нансных частотах воздействия (7 ): т.е., при �≈ω6= 7,3 рад/сек. 

При кинематическом воздействии (7) при второй резо-
нансной частоте в некоторых зонах Нурекской плотины, 
нарушается прочность сооружения, т.е. на участке верх-
ней упорной призмы вблизи гребня плотины, где K<1, оз-
начающим необеспеченную прочность.

Таким образом, исследование напряженного состоя-
ния участков плотины, для которых K<1 показывает, что 
возникающие в резонансном режиме колебаний растя-
гивающие напряжения превышают напряжения, возни-
кающие при статическом воздействии (под действием 
массовых сил), даже при небольшой амплитуде кинема-
тического воздействия (В=0.01м).

Выводы. Проведенными исследованиями установив-
шихся колебаний грунтовых плотин при периодических ки-
нематических воздействиях  сделаны следующие выводы:

1. Предложена методика и алгоритм решения задачи 
об установившихся вынужденных колебаниях грунтовых 
плотин с учетом линейно вязкоупругих свойств грунта с 
помощью разложения решения по собственным формам 
колебания сооружения.

2. Использование собственных форм колебаний соору-
жения при решении задачи об установившихся вынужден-
ных колебаниях позволило точно описать динамические 

Рис. 4. Изолинии коэффициента запаса прочности K в сечении
Нурекской плотины при втором резонансе, с учетом массовых

сил и вязкоупругих свойств грунта
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