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Методам расчета оболочечных конструкций из композитных материалов и ис-
следованию концентрии напряжений около отверстий посвящено достаточно болшое
число работ. Однако большинство исследований выполнено в рамках классической
гипотезы Кирхгофа-Лява, не учитывающей межслоевые и поперечные сдвиги, ха-
рактерные для композитных материалов.

В рамках усовершенствованной теории типа Тимошенко предлагается примене-
ние метода конечных элементов для решения задач ортотропных оболочек из ком-
позитных материалов, ослабленных несколькими отверстиями.

Разработан численный алгоритм по методу конечных элементов и на ЭВМ ре-
ализован пакет прикладных программ, позволяющий решать задачи концентрации
напряжений возле двух отверстий в оболочках из композитных материалов. Былы
изучены параметры и их влияние на концентрацию напряжений около двух внутрен-
них круговых отверстий для ортотропных сферических оболочек. Приведены кон-
кретные результаты для случаев больших и малых отверстий с учетом жесткости
подкрепляющих элементов. Данный пакет прикладных программ может быть при-
менен к расчету элементов оболочечных конструкций из ортотропных композитных
материалов, ослабленных несколькими отверстиями.
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1 Введение
Методам расчета оболочечных конструкций из композитных материалов и иссле-

дованию концентрии напряженний около отверстий посвящено достаточно большое
число работ. Однако большинство исследований выполнено в рамках классической
гипотезы Кирхгофа-Лява, не учитывающей межслоевые и поперечные сдвиги, ха-
рактерные для композитных материалов.

В данной работе исследуется распределение напряжений около двух неподкреп-
ленных круговых отверстий в ортотропной сферической оболочке из композитного
материала. Используя уточненную теорию оболочек типа Тимошенко, будем учиты-
вать влияния деформаций поперечных сдвигов для всего пакета оболочки в целом.
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При этом композитный материал будем рассматривать как однородный с приведен-
ными характеристиками.

Многосвязные оболочки из композитных материалов рассматривались немногими
авторами. Основные результаты приведены в работах [3, 4, 6].

Для трансверсально-изотропной сферической оболочки с несколькими отверстия-
ми построено решение К.И. Шнеренко в работе [14]. В работах А.Н. Гузя, К.И. Шне-
ренко [8, 15] исследовано напряженно-деформированное состояние трансверсально-
изотропной оболочки с двумя круговыми отверстиями с учетом сдвиговой жестко-
сти.

Как следует из вышеприведенного обзора работ, в настоящее время исследова-
ние напряженно-деформированное состояния оболочек из композитных материалов
с близко расположенными отверстиями проведено недостаточна.

2 Основная часть
Рассмотрим ортотропную сферическую оболочку радиуса 𝑅, толшины ℎ, ослаб-

ленную двумя круговыми отверстиями радиусов 𝑣0, нагруженную внутренним дав-
лением интенсивности.

Под действием поверхностной нагрузки в оболочке без отверстия (вдали от от-
верстия) возникает основное напряженное состояние, которое можно описать урав-
нениями безмоментной теории и в дальнейшем полагать известным. Возмущенное
напряженное состояние в области отверстий описывается однородными уравнения-
ми пологих оболочек [1, 2]. В силу линейности задачи искомое напряженное состояние
представляется в виде суммы основного и дополнительного, вызванного наличием от-
верстий. В срединной поверхности оболочки выбираем ортогональную криволиней-
ную систему координат (𝑥1, 𝑥2) ; третья координата 𝑥3 отчитывается в направлении
внешней нормали к срединной поверхности оболочки.

Будем исходить из вариационного уравнения [2]∫︁∫︁
Ω̇ (𝑇1𝛿𝜀1 + 𝑇2𝛿𝜀12 + 𝑆12𝛿𝜀12𝐺1𝛿ℵ1 +𝐺2𝛿ℵ2 + 2𝐻12𝛿ℵ12 +𝑄1𝛿𝜀13𝑄2𝛿𝜀23) 𝑑Ω+

+

∫︁ [︀
𝑇 0
𝜌 𝛿𝑢𝜌 + 𝑠0𝜌0𝜌𝑢0 +𝐺0

𝜌𝛿𝛾𝑎 +𝐻0
𝜌𝜃𝛿𝛾𝜃 +𝑄0

𝜌𝛿𝜔
]︀
𝑑Г = 0,

(1)

где Г = Г1Г2; Г1,Г2 – контуры отверстий; Ω – область, граница которой достаточно
удалена от контуров отверстий, и на ней выполнены условия затухания; 𝑇1, . . . , 𝑄2

– компоненты возмущенного напряженного состояния; 𝑇 0
𝜌 , . . . , 𝑄

0
𝜌 – компоненты ос-

новного напряженного состояния.
Геометрические соотношения между компонентами деформаций и обобщенными

перемещениями имеют вид [3]

𝜀1 =
𝜕𝑢

𝜕
+
𝜔

𝑅
; 𝜀2 =

𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑦

+
𝜔

𝑅
; 𝜀12 =

𝜕𝑢

𝜕𝑢
+
𝜕𝑢𝑦
𝜕

;

𝜀13 = 𝛾 +
𝜕𝜔

𝜕
; 𝜀23 = 𝛾𝑦 +

𝜕𝜔

𝜕𝑦
; ℵ1 =

𝜕𝛾

𝜕
; ℵ1

𝜕𝛾

𝜕
;

ℵ2 =
𝜕𝛾𝑦
𝜕𝑦

; 2ℵ12 =
𝜕𝛾𝑦
𝜕

+
𝜕𝛾

𝜕𝑦

(2)

Соотношения упругости для ортотропной оболочки запишутся в виде [3, 4]
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𝑇1 = 𝐵11𝜀1 +𝐵12𝜀2; 𝑇2 = 𝐵12𝜀1 +𝐵22𝜀2; 𝑠12 = 𝐵33𝜀12; 𝐺1 = 𝐷11ℵ1 +𝐷12ℵ2

𝐺2 = 𝐷12ℵ1 +𝐷22ℵ2; 𝐻12 = 𝐷132ℵ12; 𝑄1 = 𝐾1𝜀13; 𝑄2 = 𝐾2𝜀33,
(3)

где 𝐵𝑖𝑗 = 𝐶𝑖𝑗ℎ, 𝐷𝑖𝑗 = ℎ3/12𝐶𝑖𝑗, 𝑖, 𝑗 = 1, 3;

𝐺33 = 𝐺12, 𝐶22 =
𝐸2

(1 − 𝑣1𝑣2)
, 𝐶12 = 𝐸1𝑣2/ (1 − 𝑣1𝑣2) ,

𝐶13 = 𝐶23 = 0, 𝜇1 = 𝜇2 = 5/6.

Предполагаем, что граница области Ω удалена от отверстий не менее чем на два-
три диаметра.

Рассмотрим случай, когда одна из осей анизотропии совпадает с направлени-
ем оси 𝑥1, проходящей через линию центров отверстий. В силу симметрии задачи
ограничимся рассмотрением только четверти области (0 6 𝜃 6 𝜋/2) , задав на осях
симметрии граничные условия:

𝑢 = 𝛾 = 𝑆𝑦 = 𝐻𝑦 = 𝑄 = 0 при 𝑥 = 0,

𝑢𝑦 = 𝛾𝑦 = 𝑆𝑦 = 𝐻𝑦 = 𝑄 = 0 при 𝑦 = 0.
(4)

Задачу решаем при помощи метода конечных элементов. В качестве конечного эле-
мента выбираем четырехугольные изопараметрические элементы.

Введем в каждом элементе локальную координатную систему (𝛼, 𝛽), которая удо-
влетворяет условиям [5]

−1 6 |𝛼| 6 1,−1 6 |𝛽| 6 1. (5)

В изопараметрическом квадратичном элементе функции формы выбираются в
виде [7]

𝜙𝑖 =
1

4
(1 + 𝛼𝛼𝑖) (1 + 𝛽𝛽𝑖) (𝛼𝛼𝑖 + 𝛽𝛽𝑖 − 1) (𝑖 = 1, 3, 5, 7) ,

𝜙𝑖 =
1

2

(︀
1 − 𝛼2

)︀
(1 + 𝛽𝛽𝑖) (𝑖 = 4, 8) ,

(6)

где 𝛼𝑖 ,𝛽𝑖 – координаты 𝑖-го узла элемента в локальной системе координат.
Искомые перемещения для каждого узла конечного элемента определяются в виде

[6]

𝑢𝑥 =
8∑︁

𝑖=1

𝑢𝑖𝑥𝜙𝑖, . . . , 𝛾𝑦 =
8∑︁

𝑖=1

𝛾𝑖𝑦𝜙𝑖, (7)

где 𝑢𝑖,...,𝛾𝑖𝑦− искомые значения перемещений в 𝑖-м узле элемента.
Реализуя вариационное уравнение (1) с учетом формул (3), (6) и численно инте-

грируя с использованием квадратурных формул Гаусса, получаем матрицу жестко-
сти для каждого элемента. Для систематического применения этого метода сведем
интегрирование на каждом элементе к вычислению интеграла на элементе, называ-
емом стандартным элементом, который всегда будет одним и тем же. Координат-
ные функции и коэффициенты, приведенные в формуле, определяются один раз и
используются для всех элементов. Далее, суммируя по всем элементам и собирая
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коэффициенты при одинаковых вариациях, приходим к системе линейных алгебра-
ических уравнений для определения неизвестных

5 𝑁∑︁
𝑖=1

5 𝑁∑︁
𝑗=1

(︀
𝐴𝑖𝑗𝑢

𝑖
x +𝐵𝑖𝑗𝑢

𝑖
y + 𝐶𝑖𝑗𝜔

𝑖 +𝐷𝑖𝑗𝛾
𝑖
x + 𝐸𝑖𝑗𝛾

𝑖
x

)︀
= 𝐹𝑖. (8)

Здесь 𝑁 – число узлов конечных элементов; 𝑢𝑖x, . . . ., 𝛾𝑖x – искомые значения пере-
мещений в 𝑖-м узле области. Величины 𝐴𝑖𝑗, . . . , 𝐸𝑖𝑗 определяют матрицу жесткости
каждого элемента.

Матрица симметрична, положительно определена, имеет ленточную структуру,
ширина которой зависит от способа нумерации узлов. При нагрузке оболочки внут-
ренним давлением предполагается, что отверстие закрыто крышкой, передающей на
контур лишь действии перерезывающей силы.

Граничные условия в этом случае примут вид [2]

𝑇𝑝 = −𝑝𝑅
2

; 𝑄𝑝 = −𝑝𝑟0
2

; 𝐺𝑝 = 𝑆𝑝𝜃 = 𝐻𝑝𝜃 = 0. (9)

Разработан численный алгоритм по методу конечных элементов, который реали-
зован на ЭВМ в виде пакета прикладных программ, позволяющий решать задачи
концентрации напряжений возле двух отверстий в оболочках из композитных мате-
риалов. В качества примера проводились вычисления ортотропной оболочки с таки-
ми физико-геометрическими параметрами:

𝑟0
𝑅

= 0, 1; ℎ/𝑟0 = 0, 1; 𝑣1 = 0, 30; 𝐸2/𝐸1 = 1/4;
𝐺12

𝐸1

= 0, 18; 𝐺23/𝐸1 = 0, 06.

Ниже приведены результаты численного исследования напряженно-деформиро-
ванного состояния оболочки с двумя отверстиями. Расстояние между отверстиями
выбиралось таким, что отверстия не влияют друг на друга. В связи с этим возмож-
но сравнение этих результатов с результатами аналитического решения для случая
оболочки с одним отверстием. В табл. 1 приведены значения концентрации кольце-
вых усилий 𝐾𝑚 = 2𝑇𝜃/𝑝0𝑅+ 1 при различном количестве элементов, полученные по
предлагаемой методике МКЭ, а также значения 𝐾𝑇 , полученные с помощью анали-
тического решения [4].

3 Заключение
Из приведенных данных видно, что при увеличении количества элементов 𝑁 ре-

зультаты достаточно быстро сходятся к точному решению.
В табл. 2 даны распределения коэффициентов концентрации кольцевых усилий

𝐾𝑇 = 2𝑇𝜃/𝑝0𝑅 + 1 (верхняя строка) и максимальных по толщине оболочки коль-
цевых моментов 𝐾𝑀

𝑇 = 12𝐺𝜃/𝑝0𝑅ℎ (нижняя строка) в точках контура отверстия в
зависимости от изменения величины параметра сдвига 𝐺13/𝐸1. Параметры оболочки
выбирались такими же, как и в предыдущем случае.

Следовательно, по результатам анализа в рассмотренном примере учет деформа-
ции межслоевых сдвигов приводит к поправкам для максимальных значений коэф-
фициентов концентрации кольцевых усилий до 6 %, а кольцевых моментов – до 47%.
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Таблица 1

Таблица 2

В заключение отметим, что предлагаемая методика может быть применена к рас-
чету элементов оболочечных конструкций из ортотропных композитных материалов,
ослабленных несколькими отверстиями.
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Methods of calculating shell structures from composite materials and studying the
concentration of strains near the holes are devoted to a rather large number of works.
However, most of the research was carried out within the framework of the classical
Kirchhoff-Love hypothesis, which does not take into account the interlayer and lateral
shifts characteristic of composite materials.

Application of finite elements method to solve the problems on orthotropic shells of
composites, weakened by several holes is reported within the improved theory of Timo-
shenko type.

A numerical algorithm has been developed using the finite element method and a
software package has been implemented on a computer that makes it possible to solve
problems of stress concentration near two apertures in shells of composite materials.

Shearing parameter has been studied for its influence on stress concentration near
two circular holes internal pressure for orthotropic spherical shells. Specific results are
presented for the cases of large and small holes, taking into account the rigidity of the
reinforcing elements. Thus, this software package can be applied to the calculation of the
elements of shell structures from orthotropic composite materials weakened by several
holes.

Keywords: composite materials, pressure, Tymoshenko’s theory, tension, concentration.
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