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 Аннотация
В данной работе приводится математическая постановка, методы и алгоритмы оценки напряженно-деформирован-

ного состояния грунтовых сооружений с учетом геометрического нелинейного деформирования грунта при статических 
воздействиях. В ходе исследований выявлено, что учет геометрически нелинейной деформации грунта приводит к 
заметному изменению НДС в высотных сооружениях и приводит к увеличению всех компонент напряжений. При этом, 
в верхней части стыка ядра с переходной зоной и верховым откосом наблюдается большая концентрация напряжений, 
являющаяся причиной нарушения прочности в этих зонах грунтовых плотин.

 Ключевые слова: грунтовые плотины, напряженно-деформированное состояние,  нелинейность, неоднородность, 
напряжение, деформация, прочность. 

ГЕОМЕТРИК ЧИЗИҚСИЗЛИКНИ ҲИСОБГА ОЛГАН ҲОЛДА 
СТАТИК КУЧЛАР ТАЪСИРИДАГИ ГРУНТЛИ ТЎҒОНЛАРНИНГ 

КУЧЛАНГАНЛИК ДЕФФОРМАЦИЯ ҲОЛАТЛАРИНИ БАҲОЛАШ
М.М. Мирсаидов, Т.З. Султанов, Ж.А. Ярашов
Э.С.Тошматов, Б.Ш. Юлдошев, Д.Ф. Руми

 Аннотация
Ушбу мақолада грунтнинг геометрик чизиқсиз деформацияланишини ҳисобга олган ҳолда грунтли иншоотларнинг 

кучланганлик – дефформация ҳолатларини баҳолаш масаласининг математик қўйилиши, ечиш усули ва алгоритми кел-
тирилган. Тадқиқотлар давомида грунтнинг геометрик чизиқсиз деформацияланишини ҳисобга олиниши баланд иншо-
отларнинг барча кучланиш компонентларини ортиши ва кучланганлик – деформация ҳолатларини сезиларли даражада 
ўзгартириши аниқланди. Бунда тўғоннинг юқори қисмидаги ядро билан туташ жойлар ва юқори призмада кучланишлар 
концентрациясини ортиши ва тўғоннинг бу жойларида мустаҳкамликнинг бузилишига олиб келиш ҳолатларини кузати-
лиши аниқланди.

Таянч сўзлар: грунтли тўғон, кучланганлик деформация ҳолати, чизиқсизлик, бир жинссизлик, кучланиш,  дефор-
мация, мустахкамлик.

ASSESSMENT OF STRESS-STRAIN STATE OF EARTH DAMS 
WITH ACCOUNT OF GEOMETRICAL NONLINEARITY UNDER 

STATIC LOADS
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Abstract
Mathematical formulation, methods and algorithms for estimating the stress-strain state of earth structures with account 

of geometric nonlinear strain of soil under static effects are given in the paper. In the course of studies it was revealed that an 
account of geometrically nonlinear strain of soil leads to a noticeable change in stress-strain state of high-rise structures and to 
an increase in stress components. High concentration of stresses, which are the cause of strength damage in the zones of earth 
dams, is observed in the upper part of the kernel joint with the transition zones and the uphill slope.
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Введение. Мировой опыт показывает, что свое- 
временная профилактика намного экономичнее и 

эффективнее, чем ликвидация последствий, связанных 
с паводковыми явлениями и авариями на гидротехни-       
ческих сооружениях. Поэтому организация мониторинга 
и прогнозирование возможных чрезвычайных ситуаций, 
выполнение защитных инженерно-технических меропри-
ятий с целью повышения устойчивости гидротехнических 
сооружений выдвигаются на первый план [1]. 

Сегодня в республике функционирует более 270 круп-
ных и особо важных гидротехнических сооружений.  От 
их надежности  во многом зависит гарантированная водо- 
обеспеченность сельского хозяйства Республики. Поэ-
тому  вопрос надежной и безопасной эксплуатации ГТС 
приобретает особую актуальность.

Обеспечение безопасности гидротехнических соору-
жений, в первую очередь, определяется их надежностью. 
Под надежностью подразумевается безотказная работа 
сооружения в целом и его отдельных элементов в тече-
ние всего срока службы [2, 3, 4].

В работах [5-10]  подтверждаются серьезность и акту-
альность  обеспечения безопасности и надежности пло-
тин  при их эксплуатации.

Надежность и безопасность плотин зависят от возни-
кающего в конструкции напряженно-деформированного 
состояния при различных нагрузках.  Прогноз  изменения 
величины компонентов напряженно-деформированного 
состояния  плотины, позволяет получить полную инфор-
мацию о прочности сооружения. 

При исследованиях напряженно-деформированного 
состояния и динамики конкретных сооружений с целью 
обеспечения их прочности возникает ряд вопросов, свя-
занных с учетом реальной геометрии, неоднородности 
и конструктивных особенностей сооружения, реальных 
свойств их материала. Учет указанных аспектов позво-
ляет более точно прогнозировать состояние  сооружений 
при различных воздействиях. Наряду с этим, точность  
определения НДС (напряженно-деформированное сос- 
тояние) зависит от выбранной расчетной схемы, исполь-
зуемых математических моделей, методов решения  и 
уравнений  состояния материалов  [5-9,12-14].

В связи со строительством высоких грунтовых пло-
тин возрастает актуальность учета нелинейных свойств 
грунтов. Одной из нелинейных 
моделей, удовлетворительно 
описывающих свойства грун-
товых материалов, является 
модель упругопластического 
тела [5-9, 12-19]. Модель [7, 8]    
базируется на предположени-
ях, что до достижения состо-
яния предельного равновесия 
материал ведет себя соглас-
но модели линейной теории 
упругости. При превышении же 
напряжениями предела проч-
ности при растяжении или при 
сдвиге происходит нарушение 
прочности материала по тео-
рии прочности Кулона-Мора. 

Основные положения мето-
дики оценки сейсмостойкости Рис. 1  Модель   неоднородной трехмерной системы 

плотин с  учетом пластических свойств грунта, а также 
эффект взаимодействия минерального скелета и поро-
вой жидкости представлены в работах [5-8,16,17, 20]. Рас- 
смотренные здесь задачи решены в плоской постановке 
для конкретной плотины. Методика решения нелинейных 
задач изложена в работах [14-16,18,19].

Работы [8, 9, 12-15] также посвящены разработке (в 
плоской постановке) теоретических предпосылок и ме-
тодов для оценки динамики, напряженно-деформиро-
ванного состояния, прочности и сейсмостойкости грун-
товых плотин с учетом конструктивных особенностей, 
реальных условий работы сооружений и различных - ли-
нейных и нелинейных упругих, вязкоупругих, упругопла-
стических и влажностных свойств грунта при различных                                                 
воздействиях.

На сегодняшний день  вопросы работы грунта под на-
грузкой выяснены не до конца и одна из важных проблем 
здесь – нелинейное деформирование грунта, в частности, 
геометрически нелинейное деформирование.

Необходимость учета геометрически нелинейного де-
формирования грунтовых сооружений возрастает в свя-
зи со строительством высоких грунтовых сооружений. 
Вопрос о том, насколько этот фактор оказывает влияние 
на НДС, прочность сооружений и устойчивость откосов,  
пока остается недостаточно освещенным и требует широ-
кого исследования.

Представленная работа посвящена разработке мате-
матической модели, методов и алгоритмов оценки нап- 
ряженно-деформированного состояния грунтовых соо-
ружений с учетом геометрической нелинейности грунта и 
проведению исследований напряженно-деформирован-
ного состояния конкретных грунтовых плотин при различ-
ных статических  воздействиях.

1.  Модели, методы и алгоритмы для оценки на-
пряженно-деформированного состояния сооружений

1.1. Постановка задачи.
Для прогноза НДС и динамики грунтовых плотин в 

трехмерной постановке рассматривается пространствен-
ная модель сооружения, представленная как неоднород-
ная система (рис.1).  Поверхности основания и боковых 
склонов �� �

2

,,
1

ббо - жестко защемлены, поверхность 
низового откоса 3�  - свободна от напряжения, на поверх-
ности  Sp (части верхового откоса ниже линии НПУ) – 
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действует давление воды, а на 
p

�  поверхности гребня         
� 2 - приложена внешняя нагрузка. 

Здесь:
321

VVVV ��� объем тела плотины ( 31
,VV - объ-

емы верхней и нижней упорных призм, 2V - объем ядра);
��

21

,
бб - поверхности   береговых склонов, � о - поверхность 

основания по дну, а � � � 321
,,  - поверхности упорных призм 

и гребня. 
Для моделирования процесса деформирования и ди-

намики плотин (рис.1) в пространственной постановке 
используем  вариационное уравнение Лагранжа, осно-
ванное на принципе Даламбера,  для неоднородных де-
формируемых  трехмерных тел:

1,2,3.=ji,,0
1

321

�����

����

���

���

�

duPdSupdVuf

dVdVdV

РP
SV

ij

V

ijij

V

ijij

V

ij

������
���

���������       
(1) 

Здесь, ijij
u �� ,,� ,- соответственно, вектор переме-

щений, тензоры деформаций и напряжений;
ij

u ��� ,�

- изохронные вариации перемещений и деформаций; n
�  

- плотность материала элементов рассматриваемой си-
стемы (индекс n = 1,2,3  означает часть системы, к кото-
рой относится данная величина); f

�
- вектор массовых сил;                                                                                                                                    

1P

�
- вектор внешних сил, приложенных к площади p� ;                                                                                                                                  

p
�
- давление воды (сумма гидродинамического и гидро-

статического давлений [21]), возникающее в результате 
взаимодействия сооружения с водной средой и опреде-
ляемое в точке (х1 х2).

Далеко не все вопросы работы грунта под нагрузкой  
выяснены до конца. На этот счет существует много раз-
личных теорий, более или менее сложно реализуемых 
в решении конкретных задач. Одна из важных проблем 
здесь – учет нелинейного деформирования сооружений, в 
частности, геометрически нелинейного деформирования, 
т.е. конечной деформации [14,18,19].

В теоретическом плане  геометрически - нелинейное 
деформирование при решении конкретных задач заклю-
чается в удержании в компонентах тензора деформации   

ijij
u �� ,,�  не только линейных, но и квадратичных членов от про-

изводных перемещений по координатам, т.е.:
� � 3,2,1,,;*

2

1
,,,,

���� ��� jiuuuu
jiijjiij

�
                  (2)

Во всех рассматриваемых задачах вектор пе-
ремещений в пространственной системе коорди-
нат � � � �zyxxxxx ,,,,

321
��

�  имеет три компоненты 
� � � �wv,,,,

321
uuuuu ��

� . 
 Далее при создании математических моделей учиты-

ваются следующие граничные условия:

� �� 0:ux o

��                              (3)

Теперь общую вариационную задачу можно сформу-
лировать следующим образом:  необходимо определить 
поля перемещений u

�, деформаций ij
�  и напряжений ij

�  
в  нелинейной  неоднородной пространственной  систе-
ме (рис.2.7), возникающие под действием  массовых )( f

�
,  

внешних  сил ( 1P

�
),  а также давления воды p

�
, удовлетворя-

ющие уравнениям (1), (2)  и соответствующие  граничным 
условиям  (3)  при любом возможном перемещении u

�
� .

1.2. Метод и алгоритм решения задачи
1.2.1. Для  неоднородной линейной упругой                

системы (рис.1), находящейся  под действием статиче-
ской нагрузки, вариационное уравнение (1)  с использова-
нием процедуры метода конечных элементов сводится к 

решению  системы линейных алгебраических уравнений    
N - ого порядка -

� �� � � �F�uK                                 (4)
в которой элементы матрицы жесткости    системы  посто-
янны и зависят только от упругих физико-механических 
параметров материала сооружения.

1.2.2. Для геометрически нелинейных неоднород-
ных упругих систем (рис.1), находящихся  под действи-
ем статической нагрузки, вариационное уравнение  (1)  с 
использованием процедуры метода конечных элементов 
[[8,22]],  сводится к решению системы нелинейных алгеб- 
раических уравнений  N - ого порядка- 

� �� �� � � �F�uuK                                    (5)
в которой элементы матрицы жесткости � �)(uK перемен-
ные и зависят не только от геометрических и физических 
параметров сооружения, но и от узловых перемещений; 
� � � �Fu ;  – вектор внешней нагрузки от массовых сил, гид- 
ростатического давления  воды.

Далее система нелинейных алгебраических уравне-
ний (5), заменяется эквивалентной системой вида [8,23]:

� �� � � � � �� �� �uuKFuK
n

��                           (6)
где � �K  – матрица жесткости линейно-упругой задачи;
� �� �uK

n
 – нелинейная часть матрицы жесткости, зависящая 

от перемещения узлов системы, полученная в результате 
выделения из матрицы � �� �uK  ее линейной составляющей 
– � �K  . 

Для решения уравнения (6) используется метод пос- 
ледовательного приближения [23], сходимость которого 
определяется выбором начального приближения � �0u . В 
качестве начального приближения используется решение 
линейно-упругой задачи:

� �� � � �FuK �0                                   (7)
Дальнейшие приближения находятся по формуле:

� �� � � � � �� �� � nsuuKFuK
ssns

,...,0,
1

����               (8)
Критерием окончания итерации является выполнение 

условия:
���� ss

uu 1                                  (9)
где ���� ss
uu 1  – заданная точность.
2. Результаты оценки напряженно-деформирован-

ного состояния 
В данном разделе с помощью разработанной методи-

ки, алгоритма и программы расчета на ЭВМ исследуется 
напряженно-деформированное состояние грунтовых пло-
тин при различных статических нагрузках с учетом гео-                                                                                                                      
метрической нелинейности: 1) Гиссаракская плотина: 
высота H =138.5 м, ширина гребня bg=16.0 м, заложение 
откосов m1=2.2 и m2=1.9; 2) Пачкамарскя плотина: высо-
та Н=70.0 м, ширина гребня bg=8.0 м, заложение откосов 
m1=2.0 и m2=2.0. При конкретных расчетах учитывались 
неоднородность, конструктивные особенности, реальная 
геометрия и упругие характеристики материала для каж-
дого отдельного участка сооружения. 

2.1. Определялись компонент напряжений для мо-
делей однородных грунтовых плотин различной высоты 
(H=25м; H=50м; H=70м). Остальные геометрические и фи-
зико-механические параметры моделей оставались неиз-
менными: m1=2.0; m2=2.0; Е=83500 тс/м2;  � =1.9 тс/м3; � =0.3. 
После  проведения расчетов сравнивались результаты, 
полученные с учетом и без учета геометрической нели-
нейности.

На рис.2  показано относительное различие (в %) ре-
зультатов линейного и нелинейного расчета компонент 
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Рис.2. Изолинии разницы (в %) линейного и нелиней-
ного расчета напряжений 22� в сечении однородных 

плотин различной высоты: H=25м - (а);
H=50м - (б); H=70м - (в)

Рис.4.  Изолинии горизонтальных напряжений
 22� (МПа) в сечении однородной плотины

с учетом  геометрической нелинейности (а) и
различие (в %) между линейным и нелинейным

расчетами (б)

напряжений в центральном сечении плотин под действи-
ем собственного веса сооружения. Разница определялась 
по формуле (( гн

ij
�  - л

ij
�  )*100%)/ л

ij
� .  Здесь: л

ij
�  - компонента 

напряжений линейного расчета, гн

ij
� - компонента напряже-

ний с учетом геометрической нелинейности. 
Результаты (рис.2), полученные для однородных пло-

тин различной высоты показывают, что учет геометриче-
ской нелинейности увеличивает напряжения при каждом 
двадцатиметровом увеличении высоты сооружения при-
близительно на 2% по сравнению с линейным расчетом. 

2.2. Рассмотрено НДС однородной Гиссаракской грун-
товой плотины под действием собственного веса с учетом 
геометрической нелинейности.  

Рис.3.  Изолинии горизонтальных напряжений 11�  
(МПа) в сечении однородной плотины под соб-

ственным весом с учетом геометрической нели-
нейности-(а) и разница (в %) между линейным и 

нелинейным расчетами - (б).

На рис.3  показаны изолинии напряжений гн

11�  в од-
нородной Гиссаракской плотине под действием соб-
ственного веса сооружения с учетом геометрической 
нелинейности (рис.3 а) и изолинии разницы (в %) между 
результатами линейного и геометрически нелинейного 
расчетов - (рис.3б).

На рис.4 показаны изолинии напряжений гн

22�   для 
рассматриваемой плотины с учетом геометрической не-
линейности (рис.4а) и разница (в%) между линейным и 
геометрически нелинейным расчетами - (рис.4б). 

Анализ результатов рис.3  и рис.4  показывает, что в 
высоких сооружениях проявляются нелинейные состав-
ляющие деформации. Учет нелинейных составляющих 
при расчете дает отличие по сравнению с линейным рас-
четом в 15-20%, что подтверждает сделанные ранее вы-
воды по результатам  рис.2 для однородного сооружения, 
что с увеличением высоты на каждые 20 м учет геометри-
ческой нелинейности увеличивает значения компонент 
напряжения примерно на 2%. 

2.3. Проведена оценка НДС неоднородной Гиссарак-
ской грунтовой плотины с учетом геометрически нели-

нейного деформирования. Неоднородность конструкции 
связана с наличием ядра в центре плотины.  

На рис.5  показаны изолинии напряжений гн

11�  для не-
однородной Гиссаракской плотины под собственным ве-
сом с учетом геометрической нелинейности – (а), а также 
различие в напряжениях по линейным и нелинейным рас-
четам (в %) – (б). 

Анализ результатов  рис.5 показывает, что для неодно-
родной плотины учет геометрической нелинейности при-
водит к некоторому изменению горизонтальных напряже-
ний гн

11�   в откосах, в верховом откосе и ядре. При этом 
в нижней части верхового откоса появляется большая 
вероятность, по сравнению с упругим случаем, возник-
новения выпора грунта, а на границе с ядром – большая 
вероятность появления трещин.  
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Рис.6.  Изолинии главного напряжения гн

1�  (МПа) в 
сечении неоднородной плотины с учетом

геометрической нелинейности - (а) и изолинии
различия (в%) между линейным и нелинейным

расчетом - (б).

Рис.7.  Изолинии интенсивности напряжений гн

i
�

(МПа) в сечении  неоднородной Гиссаракской
плотины с учетом  геометрической  нелинейности 

(а) и изолинии различия (в%) л
1�
i - (б) и  τmax- (в)

Рис.5.  Изолинии горизонтальных напряжений  гн

11�

(МПа) в сечении неоднородной Гиссаракской
плотины с учетом  геометрической  нелинейности 

(а) и разница между линейным и нелинейным
расчетами (в %) – (б).

Изолинии главного напряжения в центральном сече-
нии неоднородной плотины гн

1�  , полученные с учетом гео- 
метрической нелинейности, а также изолинии разницы 
между напряжениями гн

1�  и л
1� (в %), приведены на рис.6.

Здесь (рис.6б) также наблюдается отличие (до 10%) 
главных напряжений, полученных при нелинейном ( гн

1� ) и 
линейном ( л

1� ) расчетах. Тем самым подтверждается, что 
учет неоднородности конструкции приводит к увеличению 
сжимающих напряжений, по сравнению с однородным 
сооружением по всему телу плотины, причем в большей 
степени – в центральной части ядра. 

На рисунке 7 показаны изолинии интенсивности нап- 
ряжений - л

1�
i в центральном сечении неоднородной Гисса-

ракской плотины под собственным весом: геометричес- 
ки нелинейный расчет  (рис.6а) и разница (в%) между                     
( л

i
� ) и ( гн

i
� ) - рис.6 в, а также между максимальными каса-

тельными напряжениями - τmax в линейном и нелинейном 
расчетах  (рис.6в). 

Из рис.7б также видно значительное (до 10%) отличие 
интенсивности напряжений гн

i
�  для неоднородных плотин 

с учетом геометрической нелинейности по сравнению с 
напряжениями л

i
�  , полученными в рамках линейной за-

дачи (для неоднородного сооружения) и отличие в значе-
ниях τmax, максимум которого приходится на стыки ядра и 
откосах, что может также привести к образованию трещин 
в пригребневой зоне и по стыкам разнородных по матери-
алам (грунту) участков плотины. 

Отмеченные эффекты возникают в высоких неодно-
родных плотинах. Поэтому при оценке прочности высо-
ких сооружений необходим учет  геометрически нели-
нейного деформирования и реальных конструктивных                                            
особенностей. 

Выводы. 
1. Разработаны методы, алгоритмы и программы на 

ЭВМ для оценки напряженно-деформированного состоя-
ния неоднородных грунтовых плотин с учетом геометри-
ческой нелинейности при статических нагрузках.

2. Исследования НДС грунтовых плотин при статичес- 
ких воздействиях с учетом геометрически нелинейной 
деформации показали, что учет конечной деформации 
приводит к заметному изменению НДС в высотных соору-
жениях и приводит к увеличению всех компонент напря-
жений приблизительно на 2% (по сравнению с линейным 
случаем) при увеличении высоты сооружения на каждые 
20 метров. 

3. Учет конструктивной неоднородности и геометриче-
ской нелинейности сооружения при статических воздей-
ствиях приводит к изменению полей напряжений, по срав-
нению с однородным сооружением. При этом в верхней 
части стыка ядра с переходной зоной и верховым откосом 
наблюдается большая концентрация напряжений, являю-
щаяся причиной нарушения прочности в этих зонах.
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