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В статье составлены уравнения движения четырехколесного универсально-про
пашного трактора с бесступенчато регулируемым клиренсом. На основе получен-
ных уравнений движения разработаны модели и алгоритмы оптимального управ-
ления четырехколесного универсально-пропашного трактора с бесступенчато регу-
лируемым клиренсом. Исследованы необходимые условия оптимального управления
движением с помощью применения принципа максимума Понтрягина. Определены
значения горизонтальных и вертикальных колебаний трактора при неравномерном
распределении массы между передними и задними ведущими управляемыми коле-
сами.
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1 Введение
Совершенствование технических уровней и потребительских свойств техниче-

ских средств для сельхозпроизводства, в частности разработка усовершенствован-
ного универсально пропашного трактора с бесступенчато регулируемым клиренсом,
для обеспечения оптимальных технологических режимов работы машинотрактор-
ных агрегатов в сельскохозяйственном производстве и других отраслях народного
хозяйства имеет важное значение [1, 2, 4].

Выполнение задачи усовершенствования конструкции нового поколения 4х колес-
ных отечественных тракторов, используемых в хлопководстве и в других отраслях
народного хозяйства, позволит улучшить функциональные возможности и основные
технические характеристики.

2 Постановка задачи
Один из путей решения таких задач управляемости 4х колесного универсально-

пропашного трактора с бесступенчато регулируемым клиренсом путем математиче-
ского моделирования и оптимального управления трактором при различных услови-
ях движения.

В соответствии с расчетной схемой, представленной на рис.1, составим обобщен-
ную математическую модель горизонтальных и вертикальных колебаний 4-х колес-
ного универсально-пропашного трактора с бесступенчато регулируемым клиренсом
в процессе передвижения по неровностям на поворотной полосе хлопкового поля в



Моделирование и оптимальное управление движением . . . 23

Рис. 1 Расчетная схема трактора

форме уравнений Лагранжа второго рода [1,2,4]:
-для горизонтальных колебаний

𝑚𝑚𝑥̈𝑚 = 𝐹𝑚 − 𝑏1 (𝑥̇𝑚 − 𝑥̇𝑘𝑧𝑙) − 𝑐1 (𝑥𝑚 − 𝑥𝑘𝑧𝑙) − 𝑏2 (𝑥̇𝑚 − 𝑥̇𝑘𝑧𝑝) − 𝑐2 (𝑥𝑚 − 𝑥𝑘𝑧𝑝)−
−𝑏3 (𝑥̇𝑚 − 𝑥̇𝑘𝑧𝑙) − 𝑐3(𝑥𝑚 − 𝑥𝑘𝑧𝑙) − 𝑏4 (𝑥̇𝑚 − 𝑥̇𝑘𝑧𝑝) − 𝑐4 (𝑥𝑚 − 𝑥𝑘𝑧𝑝)

𝑚𝑘𝑧𝑙𝑥̇𝑘𝑧𝑙 = 𝑏1(𝑥̇𝑚 − 𝑥̇𝑘𝑧𝑙) + 𝑐1 (𝑥𝑚 − 𝑥𝑘𝑧𝑙) −𝑚𝑘𝑧𝑙
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𝑚𝑘𝑧𝑝𝑥̈𝑘𝑧𝑝 = 𝑏2(𝑥̇𝑚 − 𝑥̇𝑘𝑧𝑝) + 𝑐2 (𝑥𝑚 − 𝑥𝑘𝑧𝑝) −𝑚𝑘𝑧𝑝
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𝑚𝑘𝑧𝑙𝑥̈𝑘𝑧𝑙 = 𝑏3(𝑥̇𝑚 − 𝑥̇𝑘𝑧𝑙) + 𝑐3 (𝑥𝑚 − 𝑥𝑘𝑧𝑙) −𝑚𝑘𝑧𝑙
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(1)
-для вертикальных колебаний

𝑚𝑚𝑦𝑚 = 𝐹𝑚 − 𝑏1 (𝑦̇𝑚 − 𝑦̇𝑘𝑧𝑙) − 𝑐1 (𝑦𝑚 − 𝑦𝑘𝑧𝑙) − 𝑏2 (𝑦̇𝑚 − 𝑦̇𝑘𝑧𝑝) − 𝑐2 (𝑦𝑚 − 𝑦𝑘𝑧𝑝)−
−𝑏3 (𝑦̇𝑚 − 𝑦̇𝑘𝑧𝑙) − 𝑐3(𝑦𝑚 − 𝑦𝑘𝑧𝑙) − 𝑏4 (𝑦̇𝑚 − 𝑦̇𝑘𝑧𝑝) − 𝑐4 (𝑦𝑚 − 𝑦𝑘𝑧𝑝)

𝑚𝑘𝑧𝑙𝑦𝑘𝑧𝑙 = 𝑏1(𝑦̇𝑚 − 𝑦̇𝑘𝑧𝑙) − 𝑐1 (𝑦𝑚 − 𝑦𝑘𝑧𝑙) −𝑚𝑘𝑧𝑙
2𝜋2𝑉 2
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𝑚𝑘𝑧𝑝𝑦𝑘𝑧𝑝 = 𝑏2(𝑦̇𝑚 − 𝑦̇𝑘𝑧𝑝) − 𝑐2 (𝑦𝑚 − 𝑦𝑘𝑧𝑝) −𝑚𝑘𝑧𝑝
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𝑚𝑘𝑧𝑙𝑦𝑘𝑧𝑙 = 𝑏3(𝑦𝑚 − 𝑦𝑘𝑝𝑙) − 𝑏4 (𝑦̇𝑚 − 𝑦̇𝑘𝑝𝑝) −𝑚𝑘𝑝𝑙
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,

(2)
где 𝐹𝑀 , 𝐹𝑀 – тяговое усилие трактора; 𝑥̇𝑖 и 𝑥̈𝑖 – линейные скорости и ускорение
машины, передних и задних колес трактора при горизонтальном колебании; 𝑦̇𝑖 и
𝑦𝑖– линейные скорости и ускорение машины, передних и задних колес трактора при
вертикальном колебании; 𝑉𝑖 – скорости трактора и его колес при горизонтальном и
вертикальном колебании; 𝑏𝑖, c𝑖–коэффициенты вязкого сопротивления и жесткости
шины колеса трактора; 𝑚𝑖 – распределенная масса по опорам колес трактора; ℎ𝑛
высота неровности дороги; 𝑙𝑛 расстояние между опорой и неровностями.
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Для решения задачи воспользуемся теорией оптимальных систем. Приведем по-
становку задачи оптимального управления.

В начальный момент времени объект испытания находится в состоянии

𝑞𝑖(0) = 𝑞0(0), 𝑞𝑖(0) = 𝑞0(0), 𝑉𝑖(0) = 𝑉0(0). (3)

Требуется выбрать такое управление 𝑢 (𝑡), которое переведет объект испытаний
в заранее заданное конечное состояние

𝑞𝑖(𝑡) = 𝑞0(𝑡), 𝑞i(𝑡) = 𝑞0(𝑡), 𝑉𝑖(𝑡) = 𝑉0(𝑡) (𝑖 = 1, 𝑛), 0 6 𝑡 6 𝑇. (4)

При этом требуется, чтобы время переходного процесса было наименьшим.
Тогда цель управления сводится к минимизации функционала с учетом 𝑞 = 𝑥𝑖,

𝑞 = 𝑦𝑖.

𝐽(𝑞0, 𝑢(𝑡), 𝑞(𝑡)) =

𝑇∫︁
𝑡0

𝑓 0(𝑞(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡)𝑑𝑡+ 𝑔0(𝑞0, 𝑔(𝑇 )) (5)

При условиях (2)-(5)
𝑞(𝑡) = 𝑓(𝑞(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡). (6)

Пусть заданы функции

𝑔𝑖(𝑞0, 𝑞(𝑇 )) 6 0, 𝑖 = 𝐼, ...,𝑚; 𝑔𝑖(𝑞0, 𝑞(𝑇 )) = 0, 𝑖 = 𝑚+ 1, ..., 𝑠, (7)

𝑢 ∈ 𝑈, 𝑡0 6 𝑡 6 𝑇, (8)

где 𝑓 (𝑞(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡) непрерывно дифференцируемая функция со своими производными;
𝑢 (𝑡) кусочно непрерывная функция на отрезке 𝑡0, 𝑇 .

В условиях испытания машин при заданных условиях функционирования крите-
рием качества может быть оценка по быстродействию.

При исследовании необходимых условий оптимального управления воспользуемся
принципом максимума Понтрягина [3, 5].

Для формулировки принципа максимума введем функцию Гамильтона − Понт-
рягина

𝐻 = (𝑞, 𝑢, 𝑡, 𝜓𝑖, 𝜓0) = −𝑓 0(𝑞, 𝑢, 𝑡) + 𝑙𝑎𝑛𝑔𝑙𝑒𝜓, 𝑢⟩ (9)

и сопряженную систему:
-для горизонтальной колебаний

𝑑𝜓1

𝑑𝑡
= −𝜕𝐻𝑚

𝜕𝑥1
= −𝑚−1

𝑚 (𝑐1 + 𝑐2 + 𝑐3 + 𝑐4)𝜓2,

𝑑𝜓2

𝑑𝑡
= −𝜕𝐻𝑚

𝜕𝑥2
= −𝜓1 +𝑚−1

𝑚 (𝑏1 + 𝑏2 + 𝑏3 + 𝑏4)𝜓2,

𝑑𝜓1

𝑑𝑡
= −𝜕𝐻𝑘𝑧𝑙

𝜕𝑥3
= −𝑚−1

𝑘𝑧𝑙𝑐1𝜓2,
𝑑𝜓2

𝑑𝑡
= −𝜕𝐻𝑘𝑧𝑙

𝜕𝑥4
= −𝜓1 +𝑚−1

𝑘𝑧𝑙𝑏1𝜓2

𝑑𝜓1

𝑑𝑡
= −𝜕𝐻𝑘𝑧𝑝

𝜕𝑥5
= −𝑚−1

𝑘𝑧𝑝𝑐2𝜓2,
𝑑𝜓2

𝑑𝑡
= −𝜕𝐻𝑘𝑧𝑝

𝜕𝑥6
= −𝜓1 +𝑚−1

𝑘𝑧𝑝𝑏1𝜓2

𝑑𝜓1

𝑑𝑡
= −𝜕𝐻𝑘𝑝𝑙

𝜕𝑥7
= −𝑚−1

𝑘𝑝𝑙𝑐1𝜓2,
𝑑𝜓2

𝑑𝑡
= −𝜕𝐻𝑘𝑝𝑙

𝜕𝑥8
= −𝜓1 +𝑚−1

𝑘𝑧𝑙𝑏3𝜓2

𝑑𝜓1

𝑑𝑡
= −𝜕𝐻𝑘𝑝𝑝

𝜕𝑥9
= −𝑚−1

𝑘𝑝𝑝𝑐4𝜓2,
𝑑𝜓2

𝑑𝑡
= −𝜕𝐻𝑘𝑝𝑝

𝜕𝑥10
= −𝜓1 +𝑚−1

𝑘𝑝𝑝𝑏4𝜓2

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

, (10)
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-для вертикальных колебаний

𝑑𝜓1

𝑑𝑡
= −𝜕𝐻𝑦

𝜕𝑦1
= −𝑚−1

𝑚 (𝑐1 + 𝑐2 + 𝑐3 + 𝑐4)𝜓2,

𝑑𝜓2

𝑑𝑡
= −𝜕𝐻𝑦

𝜕𝑥2
= −𝜓1 +𝑚−1

𝑚 (𝑏1 + 𝑏2 + 𝑏3 + 𝑏4)𝜓2,

𝑑𝜓1

𝑑𝑡
= −𝜕𝐻𝑘𝑧𝑙

𝜕𝑦3
= −𝑚−1

𝑘𝑧𝑙𝑐1𝜓2,
𝑑𝜓2

𝑑𝑡
= −𝜕𝐻𝑘𝑧𝑙

𝜕𝑦4
= −𝜓1 +𝑚−1

𝑘𝑧𝑙𝑏1𝜓2

𝑑𝜓1

𝑑𝑡
= −𝜕𝐻𝑘𝑧𝑝

𝜕𝑦5
= −𝑚−1

𝑘𝑧𝑝𝑐2𝜓2,
𝑑𝜓2

𝑑𝑡
= −𝜕𝐻𝑘𝑧𝑝

𝜕𝑦6
= −𝜓1 +𝑚−1

𝑘𝑧𝑝𝑏1𝜓2

𝑑𝜓1

𝑑𝑡
= −𝜕𝐻𝑘𝑝𝑙

𝜕𝑦7
= −𝑚−1

𝑘𝑝𝑙𝑐1𝜓2,
𝑑𝜓2

𝑑𝑡
= −𝜕𝐻𝑘𝑝𝑙

𝜕𝑦8
= −𝜓1 +𝑚−1

𝑘𝑧𝑙𝑏3𝜓2

𝑑𝜓1

𝑑𝑡
= −𝜕𝐻𝑘𝑝𝑝

𝜕𝑦9
= −𝑚−1

𝑘𝑝𝑝𝑐4𝜓2,
𝑑𝜓2

𝑑𝑡
= −𝜕𝐻𝑘𝑝𝑝

𝜕𝑦10
= −𝜓1 +𝑚−1

𝑘𝑝𝑝𝑏4𝜓2

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

, (11)

с ограничением на управление |𝑢| 6 1.

3 Метод решения задачи
Для решения рассматриваемой задачи должно выполняться следующее необхо-

димое условие:

𝐻(𝑞𝑖(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡, 𝜓𝑖, 𝜓0) = max
𝑢∈𝑈

𝐻(𝑞𝑖(𝑡), 𝑢, 𝑡, 𝜓𝑖(𝑡), 𝜓0). (12)

Переходя к определению оптимального управления машины на основе (8), сфор-
мируем функцию:

-для горизонтальных колебаний

𝑥𝑚 = 𝑥1, 𝑥̇𝑚 = 𝑥2, 𝑥̇2 = 𝑢𝑥 −𝑚−1
𝑚 [𝑏1 (𝑥2 − 𝑥4) − 𝑐1 (𝑥1 − 𝑥3) −

−𝑏2 (𝑥2 − 𝑥6) − 𝑐2 (𝑥1 − 𝑥5) − 𝑏3 (𝑥2 − 𝑥8) − 𝑐3 (𝑥1 − 𝑥7)−
−𝑏4 (𝑥2 − 𝑥10) − 𝑐4 (𝑥1 − 𝑥9)]
𝑥𝑘𝑧𝑙 = 𝑥3, 𝑥̇𝑘𝑧𝑙 = 𝑥4, 𝑥̇4 = 𝑚−1

𝑘𝑧𝑙 [𝑏1 (𝑥2 − 𝑥4) + 𝑐1 (𝑥1 − 𝑥3)] − 𝑢1
𝑥𝑘𝑧𝑝 = 𝑥5, 𝑥̇𝑘𝑧𝑝 = 𝑥6, 𝑥̇6 = 𝑚−1

𝑘𝑧𝑝 [𝑏2 (𝑥2 − 𝑥6) + 𝑐2 (𝑥1 − 𝑥5)] − 𝑢2
𝑥𝑘𝑝𝑙 = 𝑥7, 𝑥̇𝑘𝑝𝑙 = 𝑥8, 𝑥̇8 = 𝑚−1

𝑘𝑝𝑙 [𝑏3 (𝑥2 − 𝑥8) + 𝑐3 (𝑥1 − 𝑥7)] − 𝑢3
𝑥𝑘𝑝𝑝 = 𝑥9, 𝑥̇𝑘𝑝𝑝 = 𝑥10, 𝑥̇10 = 𝑚−1

𝑘𝑝𝑝 [𝑏4 (𝑥2 − 𝑥10) + 𝑐4 (𝑥1 − 𝑥9)] − 𝑢4

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
, (13)

-для вертикальных колебаний

𝑦𝑚 = 𝑦1, 𝑦̇𝑚 = 𝑦2, 𝑦̇2 = 𝑢𝑥 −𝑚−1
𝑚 [𝑏1 (𝑦2 − 𝑦4) − 𝑐1 (𝑦1 − 𝑦3) −

−𝑏2 (𝑦2 − 𝑥6) − 𝑐2 (𝑦1 − 𝑦5) − 𝑏3 (𝑦2 − 𝑦8) − 𝑐3 (𝑦1 − 𝑦7)−
−𝑏4 (𝑦2 − 𝑦10) − 𝑐4 (𝑦1 − 𝑦9)]
𝑦𝑘𝑧𝑙 = 𝑦3, 𝑦̇𝑘𝑧𝑙 = 𝑦4, 𝑦̇4 = 𝑚−1

𝑘𝑧𝑙 [𝑏1 (𝑦2 − 𝑦4) + 𝑐1 (𝑦1 − 𝑦3)] − 𝑢1
𝑦𝑘𝑧𝑝 = 𝑦5, 𝑦̇𝑘𝑧𝑝 = 𝑦6, 𝑦̇6 = 𝑚−1

𝑘𝑧𝑝 [𝑏2 (𝑦2 − 𝑦6) + 𝑐2 (𝑦1 − 𝑦5)] − 𝑢2
𝑦𝑘𝑝𝑙 = 𝑦7, 𝑦̇𝑘𝑝𝑙 = 𝑦8, 𝑦̇8 = 𝑚−1

𝑘𝑝𝑙 [𝑏3 (𝑦2 − 𝑦8) + 𝑐3 (𝑦1 − 𝑦7)] − 𝑢3
𝑦𝑘𝑝𝑝 = 𝑦9, 𝑦̇𝑘𝑝𝑝 = 𝑦10, 𝑦̇10 = 𝑚−1

𝑘𝑝𝑝 [𝑏4 (𝑦2 − 𝑦10) + 𝑐4 (𝑦1 − 𝑦9)] − 𝑢4

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
(14)

Так как, если 𝑓 0 ≡ 1 𝑔0 ≡ 0, то 𝐽(𝑞0, 𝑢(𝑡), 𝑞(𝑡)) = 𝑇𝑡0 в этом случае задачу (4)-(7)
называют задачей быстродействия.

Рассматриваемый объект является стационарной системой и задача (4) означает,
что 𝑓 𝑈 не зависят явно от времени, т.е.

𝑓(𝑡, 𝑞, 𝑢) = 𝑓(𝑞, 𝑢), 𝑈(𝑡) = 𝑈 (15)
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Если стационарные задачи (4), (12) имеют оптимальное управление 𝑞 (𝑡) и оп-
тимальную траекторию 𝑞0(𝑡), то существует ненулевой вектор сопряженных пере-
менных (𝜓1(𝑡), 𝜓2(𝑡)), 𝜓(𝑡) ∈ 𝑅𝑛, удовлетворяющий условиям (2), т.е. выполнено
условие максимума (10)

𝜓0(𝑡) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 6 0. (16)

Так как сопряженные системы (9) и (9а) являются однородными относительно
𝜓𝑖, можно произвольным образом выбрать константу в уравнении (13) так, что

𝜓0(𝑡) = −1 0 6 t 6 T. (17)

Из условий max𝐻
|𝑢|≺1

следует 𝑢 = 𝑠𝑖𝑔𝑛𝜓2 при 𝜓2 ̸= 0. Тогда краевая задача прин-
ципа максимума запишется в следующем виде:

-для горизонтальных колебаний

𝑥2 = 𝑠𝑖𝑔𝑛𝜓2 −𝑚−1
𝑚 [𝑏1 (𝑥2 − 𝑥4) − 𝑐1 (𝑥1 − 𝑥3)−

−𝑏2 (𝑥2 − 𝑥6) − 𝑐2 (𝑥1 − 𝑥5) − 𝑏3 (𝑥2 − 𝑥8)−
−𝑐3 (𝑥1 − 𝑥7) − 𝑏4 (𝑥2 − 𝑥10) −𝑐4 (𝑥1 − 𝑥9)]
𝑥4 = 𝑚−1

𝑘𝑧𝑙 [𝑏1 (𝑥2 − 𝑥4) + 𝑐1 (𝑥1 − 𝑥3)] − 𝑠𝑖𝑔𝑛𝜓2

𝑥6 = 𝑚−1
𝑘𝑧𝑙 [𝑏2 (𝑥2 − 𝑥6) + 𝑐2 (𝑥1 − 𝑥5)] − 𝑠𝑖𝑔𝑛𝜓2

𝑥8 = 𝑚−1
𝑘𝑧𝑙 [𝑏3 (𝑥2 − 𝑥8) + 𝑐3 (𝑥1 − 𝑥7)] − 𝑠𝑖𝑔𝑛𝜓2

𝑥10 = 𝑚−1
𝑘𝑧𝑙 [𝑏4 (𝑥2 − 𝑥10) + 𝑐4 (𝑥1 − 𝑥9)] − 𝑠𝑖𝑔𝑛𝜓2

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
. (18)

-для вертикальных колебаний

𝑦2 = 𝑠𝑖𝑔𝑛𝜓2 −𝑚−1
𝑚 [𝑏1 (𝑦2 − 𝑦4) − 𝑐1 (𝑦1 − 𝑦3)−

−𝑏2 (𝑦2 − 𝑦6) − 𝑐2 (𝑦1 − 𝑦5) − 𝑏3 (𝑦2 − 𝑦8)−
−𝑐3 (𝑦1 − 𝑦7) − 𝑏4 (𝑦2 − 𝑦10) −𝑐4 (𝑦1 − 𝑦9)]
𝑦̇4 = 𝑚−1

𝑘𝑧𝑙 [𝑏1 (𝑦2 − 𝑦4) + 𝑐1 (𝑦1 − 𝑦3)] − 𝑠𝑖𝑔𝑛𝜓2

𝑦̇6 = 𝑚−1
𝑘𝑧𝑙 [𝑏2 (𝑦2 − 𝑦6) + 𝑐2 (𝑦1 − 𝑦5)] − 𝑠𝑖𝑔𝑛𝜓2

𝑦̇8 = 𝑚−1
𝑘𝑧𝑙 [𝑏3 (𝑦2 − 𝑦8) + 𝑐3 (𝑦1 − 𝑦7)] − 𝑠𝑖𝑔𝑛𝜓2

𝑦̇10 = 𝑚−1
𝑘𝑧𝑙 [𝑏4 (𝑦2 − 𝑦10) + 𝑐4 (𝑦1 − 𝑦9)] − 𝑠𝑖𝑔𝑛𝜓2

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
. (19)

Краевая задача принципа максимума в этих случаях состоит из системы (15) и
(15а), граничных условий (2) и (3), вытекающих из (10), и условия (14).

Составим функцию Гамильтона− Понтрягина, которая имеет следующий вид [3,
5].:

-для горизонтальных колебаний

𝐻𝑚 = 𝜓0 + 𝜓1𝑥2 + 𝜓2𝑥̇2
𝐻𝑘𝑧𝑙 = 𝜓0 + 𝜓1𝑥4 + 𝜓2𝑥̇4
𝐻𝑘𝑧𝑝 = 𝜓0 + 𝜓1𝑥6 + 𝜓2𝑥̇6
𝐻𝑘𝑝𝑙 = 𝜓0 + 𝜓1𝑥8 + 𝜓2𝑥̇8
𝐻𝑘𝑝𝑝 = 𝜓0 + 𝜓1𝑥10 + 𝜓2𝑥̇10

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭ (20)

-для вертикальных колебаний

𝐻𝑦 = 𝜓0 + 𝜓1𝑦2 + 𝜓2𝑦̇2
𝐻𝑘𝑧𝑙 = 𝜓0 + 𝜓1𝑦4 + 𝜓2𝑦̇4
𝐻𝑘𝑧𝑝 = 𝜓0 + 𝜓1𝑦6 + 𝜓2𝑦̇6
𝐻𝑘𝑝𝑙 = 𝜓0 + 𝜓1𝑦8 + 𝜓2𝑦̇8
𝐻𝑘𝑝𝑝 = 𝜓0 + 𝜓1𝑦10 + 𝜓2𝑦̇10

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭ (21)
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Отсюда ясно, что условие (10) выделит функцию 𝑢 = 𝑠𝑖𝑔𝑛𝜓2, 𝜓2 ̸= 0.

Краевая задача (15) и (15а) в этом случае примет вид

𝐻𝑖 = −𝑓 0𝑢+ 𝜓2 (𝑡)𝑢𝜕 (22)

Переходим к исследованию (9), (17) в области

𝑢𝑘 = 𝑠𝑖𝑔𝑛𝜓2(𝑡) =

{︂
1, 𝜓2(𝑡) > 1
−1, 𝜓2(𝑡) < 1

, 𝑘 = 2, 4, ..., 2𝑛, (23)

т. е. управление 𝑢𝑘 (𝑡) может иметь только одну точку переключения.

Таким образом, из принципа максимума Понтрягина получаем структуру опти-
мального управления движением направляющих колес хлопкоуборочной машины.

Для определения вспомогательных функций (9) и (9а) численным методом иссле-
дована сопряженная система с вариацией конструктивных параметров 𝑏𝑖, c𝑖, m𝑖.

В результате получены графические зависимости скоростей и ускорений колеба-
ний хлопкоуборочной машины, максимальные значения Н-функции (рис. 2-6),

𝑥̇𝑖,𝑚/𝑠 𝑥̈𝑖 𝑚/𝑠2, 𝜓𝑖, 𝜓̇𝑖, 𝐻𝑖

Рис. 2 Графики переходных процессов: 1 - ускорения 𝑥̈𝑚, 𝑥̈𝑘𝑧𝑙, 𝑥̈𝑘𝑧𝑝, 𝑥̈𝑘𝑝𝑙, 𝑥̈𝑘𝑝𝑝;3 - скорости
𝑥̇𝑚, 𝑥̇𝑘𝑧𝑙, 𝑥̇𝑘𝑧𝑝, 𝑥̇𝑘𝑝𝑙, 𝑥̇𝑘𝑝𝑝; вспомогательные функции: 5 - 𝜓1, 𝜓2; 7 - 𝜓̇1, 𝜓̇2; 𝐻𝑚 при 𝑢 (𝑡) = +1
2 - ускорения𝑥̈𝑚, 𝑥̈𝑘𝑧𝑙, 𝑥̈𝑘𝑧𝑝, 𝑥̈𝑘𝑝𝑙, 𝑥̈𝑘𝑝𝑝;. 3 - скорости𝑥̇𝑚, 𝑥̇𝑘𝑧𝑙, 𝑥̇𝑘𝑧𝑝, 𝑥̇𝑘𝑝𝑙, 𝑥̇𝑘𝑝𝑝;; вспомогательные
функции:6 - 𝜓1, 𝜓2; 8 - 𝜓̇1, 𝜓̇2; 𝐻𝑚при 𝑢 (𝑡) =1 для горизонтального колебания трактора

4 Обсуждение результатов

Вычислительный эксперимент проведен при следующих значениях параметров:
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Рис. 3 Характер изменения параметров движения четырехколесного универсально-
пропашного трактора с бесступенчато регулируе-мым клиренсом для горизонтальных ко-
лебаний при ℎ𝑠ℎ = 10𝑚𝑚

Рис. 4 Характер изменения параметров движения четырехколесного универсально-
пропашного трактора с бесступенчато регулируе-мым клиренсом для горизонтальных ко-
лебаний при ℎ𝑠ℎ = 20𝑚𝑚

Системы (1), (1а), (9), (9а), (15), (15а) решены c применением численных методов
Рунге-Кутта. Управление 𝑢𝑘 (𝑡), доставляющее максимум функции (10), определено
в области (18).

Вычислительный эксперимент проведен при следующих значениях параметров:

- для горизонтального колебания при прогибе шины ℎ𝑠ℎ = 10𝑚𝑚 = 0.01𝑚:
𝑐1 = 𝑐𝑧𝑙 = 1496025N/m; 𝑏1 = 𝑏𝑧𝑙 = 1100480Ns/m; 𝑐2 = 𝑐𝑧𝑙 = 1446975N/m; 𝑏2 =
= 𝑏𝑧𝑝 = 106856.8Ns/m; 𝑐3 = 𝑐𝑝𝑙 = 877995Nm/rad; 𝑏3 = 𝑏𝑝𝑙 = 64838.85Nms/m;
𝑐4 = 𝑐𝑝𝑝 = 838755Nm/rad; 𝑏4 = 𝑏𝑝𝑝 = 61940.7Nms/m; 𝑚𝑚 = 4750𝑘𝑔; 𝑚𝑧𝑙 =
= 1525𝑘𝑔; 𝑚𝑧𝑝 = 1475𝑘𝑔; 𝑚𝑝𝑙 = 895𝑘𝑔; 𝑚𝑝𝑝 = 855𝑘𝑔; 𝑟𝑘𝑧 = 0.785𝑚; 𝑟𝑘𝑝 =
= 0.43𝑚; ℎ𝑛 = 0.07𝑚; 𝑉𝑚 = 1.38 m/s; 𝐹𝑚 = 14190𝑁.

- для горизонтального колебания при прогибе шины ℎ𝑠ℎ = 20𝑚𝑚 = 0.02𝑚:
𝑐1 = 𝑐𝑧𝑙 = 748012.5N/m; 𝑏1 = 𝑏𝑧𝑙 = 55239.55Ns/m; 𝑐2 = 𝑐𝑧𝑙 = 723487.5N/m; 𝑏2 =
= 𝑏𝑧𝑝 = 53428.4Ns/m; 𝑐3 = 𝑐𝑝𝑙 = 438997.5Nm/rad; 𝑏3 = 𝑏𝑝𝑙 = 32419.27Nms/m;
𝑐4 = 𝑐𝑝𝑝 = 419377.5Nm/rad; 𝑏4 = 𝑏𝑝𝑝 = 30970.26Nms/m; 𝑚𝑚 = 4750𝑘𝑔; 𝑚𝑧𝑙 =
= 1525𝑘𝑔; 𝑚𝑧𝑝 = 1475𝑘𝑔; 𝑚𝑝𝑙 = 895𝑘𝑔; 𝑚𝑝𝑝 = 855𝑘𝑔; 𝑟𝑘𝑧 = 0.785𝑚; 𝑟𝑘𝑝 =
= 0.43𝑚; ℎ𝑛 = 0.07𝑚; 𝑉𝑚 = 1.38 m/s; 𝐹𝑚 = 14250𝑁.
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- для вертикального колебания при прогибе шины ℎ𝑠ℎ = 10𝑚𝑚 = 0.01𝑚:
𝑐1 = 𝑐𝑧𝑙 = 1496025N/m; 𝑏1 = 𝑏𝑧𝑙 = 1100480Ns/m; 𝑐2 = 𝑐𝑧𝑙 = 1446975N/m; 𝑏2 =
= 𝑏𝑧𝑝 = 106856.8Ns/m; 𝑐3 = 𝑐𝑝𝑙 = 877995Nm/rad; 𝑏3 = 𝑏𝑝𝑙 = 64838.85Nms/m;
𝑐4 = 𝑐𝑝𝑝 = 838755Nm/rad; 𝑏4 = 𝑏𝑝𝑝 = 61940.7Nms/m; 𝑚𝑚 = 4750𝑘𝑔; 𝑚𝑧𝑙 =
= 1525𝑘𝑔; 𝑚𝑧𝑝 = 1475𝑘𝑔; 𝑚𝑝𝑙 = 895𝑘𝑔; 𝑚𝑝𝑝 = 855𝑘𝑔; 𝑟𝑘𝑧 = 0.785𝑚; 𝑟𝑘𝑝 =
= 0.43𝑚; ℎ𝑛 = 0.07𝑚; 𝑉𝑚 = 1.38 m/s; 𝐹𝑚 = 10033.845𝑁 .

- для вертикального колебания при прогибе шины ℎ𝑠ℎ = 20𝑚𝑚 = 0.02𝑚:
𝑐1 = 𝑐𝑧𝑙 = 748012.5N/m; 𝑏1 = 𝑏𝑧𝑙 = 55239.55Ns/m; 𝑐2 = 𝑐𝑧𝑙 = 723487.5N/m; 𝑏2 =
= 𝑏𝑧𝑝 = 53428.4Ns/m; 𝑐3 = 𝑐𝑝𝑙 = 438997.5Nm/rad; 𝑏3 = 𝑏𝑝𝑙 = 32419.27Nms/m;
𝑐4 = 𝑐𝑝𝑝 = 419377.5Nm/rad; 𝑏4 = 𝑏𝑝𝑝 = 30970.26Nms/m; 𝑚𝑚 = 4750𝑘𝑔; 𝑚𝑧𝑙 =
= 1525𝑘𝑔; 𝑚𝑧𝑝 = 1475𝑘𝑔; 𝑚𝑝𝑙 = 895𝑘𝑔; 𝑚𝑝𝑝 = 855𝑘𝑔; 𝑟𝑘𝑧 = 0.785𝑚; 𝑟𝑘𝑝 =
= 0.43𝑚; ℎ𝑛 = 0.07𝑚; 𝑉𝑚 = 1.38 m/s; 𝐹𝑚 = 10076.27𝑁.

Рис. 5 Характер изменения параметров движения четырехколесного универсально-
пропашного трактора с бесступенчато регулируе-мым клиренсом для вертикальных коле-
баний при ℎ𝑠ℎ = 10𝑚𝑚

Рис. 6 Характер изменения параметров движения четырехколесного универсально-
пропашного трактора с бесступенчато регулируе-мым клиренсом для вертикальных коле-
баний при ℎ𝑠ℎ = 20𝑚𝑚
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Таким образом, равномерность движения машины зависит от массы и парамет-
ров управляемых осей, значения которых определены численным решением системы
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(1) , (1а) и сопряженной системы (9) , (9а) с вариацией параметров движения 𝐹𝑖 и
конструктивных параметров 𝑏, c,m𝑖 при заданных неровностях дороги.

5 Выводы
Физический смысл полученных результатов можно сформулировать следующим

образом. Если в начальный момент времени выполняются условия , тогда оптималь-
ное быстродействие достигается при следующих управлениях. На отрезке времени
[𝑡𝑜, t] переносная сила 𝑢𝑛 (𝑡) = +1 имеет максимальную величину. Значит, на от-
резке [𝑡𝑜, t]происходит режим ˘ полный вперед и скорость машины повысится до
𝑉𝑚 = 1.38𝑚/𝑠, и в этот момент колеса машины поднимаются на верхнюю грань
неровности. На отрезке [t,Т] машина спускается, а переносная сила переключается
на 𝑢𝜕 (𝑡) = −1, т.е. происходит режим – полный назад, обеспечивая равномерность
движения направляющих колес хлопкоуборочной машины.

Результаты вычислительных экспериментов показывают, что значение колебания
трактора увеличивается при ℎ𝑠ℎ = 20𝑚𝑚. Выявлено, что неравномерное распределе-
ние массы между задними ведущими и передними управляемыми колесами приводит
к нарушению движения колес трактора.
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The article presents the equations of motion of a four-wheeled universal tilled tractor
with infinitely adjustable clearance. On the basis of the obtained equations of motion,
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models and algorithms for optimal control of a four-wheeled universal tilled tractor with
infinitely adjustable clearance are developed. Investigated the necessary conditions of
movement optimal control through the use of the Pontryagin maximum principle. The
values of horizontal and vertical oscillations of the tractor at uneven distribution of mass
between the front and rear driven wheels are determined.
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