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В статье исследуется процесс распространения активных аэрозольных соедине-
ний, образующихся вследствие химических реакций в атмосфере и перехода одних
веществ в другие более токсичные вещества. Приведен краткий обзор научных ра-
бот, посвященных различным аспектам и математическому обеспечению процесса
переноса и диффузии активных вредных веществ в атмосфере. Авторами разра-
ботана математическая модель исследуемого процесса, представленная в виде си-
стемы дифференциальных уравнений в частных производных. Модель описывает
процесс трансформации аэрозольных частиц в другие более токсичные формы, про-
исходящий под влиянием химических реакций в атмосфере. Так как разработанная
математическая модель процесса описывается полной системой уравнений гидро-
механики, то для её решения авторами предложен алгоритм расщепления системы
на три независимых подзадачи. Предложенный подход позволяет численно инте-
грировать задачу на распределенной вычислительной системе при соответствующей
программной реализации.
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1 Введение
Активная разработка существующих и новых углеводородных месторождений, за-
пуск мощных производственных объектов, развитие транспортной инфраструктуры
и т.д. приводит к резкому воздействию на окружающую среду. Техногенное воздей-
ствие неизбежно влечет нарушения экологического равновесия как локально – на
отдельных территориях, так и глобально – в масштабах всей планеты. Это особенно
заметно в государствах с интенсивным ростом производственных мощностей, в том
числе, объектов легкой и тяжелой промышленности, первичной переработки сырья.
К таким странам можно отнести Индию, Китай, Корею, Малайзию, Сингапур, ряд
стран Европы и т.д. Например, в Китае и Индии за период 2014-2015гг. неоднократно
объявлялись «желтый» и «красный» уровни экологической угрозы.

Результаты исследований [1] показали, что загрязнение воздуха в Китае являет-
ся прямой или косвенной причиной смерти примерно 1,6 миллиона человек каждый
год. Факт того, что неблагоприятная экология атмосферы уносит 4400 жизней в день
– ошеломляет. Анализ указанного исследования показал, что самыми опасными за-
грязнителями воздуха являются крошечные аэрозольные частицы, выделяемые в
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результате работы электростанций, сжигания ископаемого топлива на объектах про-
изводства и в отопительных системах. Эти крошечные частицы, выброшенные в ат-
мосферу, попадают в лёгкие и кровь людей, что приводит к заболеваниям, таким как
астма, болезни сердца и др. Исследователями утверждается, что их оценки смерт-
ности основаны на данных Всемирной организации здравоохранения, полученных в
рамках программы по исследованию причин смертности от пяти заболеваний, свя-
занных с воздействием различных уровней загрязнения воздуха мелкозернистыми
частицами. Результаты исследования отражают зависимость роста числа раковых,
астматических, аллергических и другие заболеваний, а также сокращения численно-
сти многих видов фауны и флоры от масштаба и степени нарушений экологического
баланса по всему земному шару.

В своем докладе на Климатическом Саммите ООН в Париже Президент Россий-
ской Федерации В.В. Путин подчеркнул: «Выбросы парниковых газов в атмосферу
всех стран мира в 2012 году составили 46 миллиард тон» [2]. Эти тревожные фак-
ты говорят о том, что перед мировым сообществом стоит острая проблема – защита
окружающей среды от техногенных факторов. В виду ее актуальности, в Российской
Федерации 2017 год объявлен годом экологии.

Несмотря на то, что Узбекистан является одним из благоприятных регионов в
мире с точки зрения экологического состояния, на государственном уровне особое
внимание уделяется решению этой проблемы. Активно работают экологические ко-
митеты по охране окружающей среды и недропользованию. В ВУЗах республики для
подготовки специалистов в области экологии созданы и открываются новые кафед-
ры и научные направления, в том числе, связанные с применением математических
методов для исследования экологических процессов. Обзор научных публикаций за
последние годы показывает, что в перечне актуальных задач, решаемых с помощью
математического моделирования, вопросы экологии занимают особое место.

Анализ источников [3–11] показал, что воздействие аэрозольных частиц на со-
стояние окружающей среды зависит, как правило, от совокупности химических и
физических процессов происходящих в атмосфере. При переносе и диффузии вред-
ных веществ в атмосфере существенную роль играют состав и размер частиц аэрозо-
лей. Для адекватного описания формирования аэрозолей необходимы комплексные
математические модели, учитывающие динамические, физико-химические и кине-
тические процессы, происходящие в атмосфере. Такой подход позволяет в рамках
единой модели учитывать сложные взаимосвязи между динамическими и физико-
химическими процессами и процессами формирования аэрозолей в атмосфере.

С помощью разработанной модели можно воспроизвести эволюцию газовых при-
месей и аэрозольных частиц в атмосфере, начиная с молекулярного уровня до об-
разования частиц в несколько микрон с учетом их ионного состава. Также, можно
эффективно представить пространственно-временную изменчивость газовых приме-
сей и аэрозольных частиц в пограничном слое атмосферы и оценить антропогенную
нагрузку на природную среду.

В работе [3] рассмотрен комплекс математических моделей для решения задач
динамики и кинетики многокомпонентных газовых примесей и аэрозолей в атмосфе-
ре. Сформулирована базовая математическая модель, включающая динамические
газо- и жидкофазные химические процессы, а также кинетические процессы нуклеа-
ции, конденсации, испарения и коагуляции с использованием неравновесной функции
распределения частиц по размерам. Особое внимание уделяется механизмам обра-
зования частиц новой фазы из газов предшественников при гомогенной нуклеации
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паров серной кислоты и воды. Для построения вычислительного алгоритма решения
дискретных аналогов уравнений гидромеханики использован метод расщепления по
физическим процессам. На каждом малом интервале получалась схема, состоящая
из шести этапов:

1) перенос многокомпонентных газовых примесей и аэрозолей по траекториям,
2) турбулентная диффузия,
3) фотохимическая трансформация,
4) кинетические процессы конденсации,
5) процессы коагуляции,
6) совместная модель химических процессов, протекающих в газовой и жидкой

фазах с учетом процессов массообмена на разделе газ-частица.
По разработанным моделям проводились численные эксперименты для воспроиз-

ведения пространственно-временной изменчивости газовых примесей и аэрозолей в
атмосфере в региональном и глобальном масштабах.

В работе [4] проведены аналитические исследования процессов распространения
в атмосфере вредных выбросов предприятий. В качестве основного атмосферного
загрязнителя рассматривается углекислый газ (CO2). Решается задача при разовом
мгновенном выбросе вредной примеси в стандартном приземном слое атмосферы с
заданным ветровым полем. Автором получено выражение для концентрации приме-
сей в стационарном случае и при непрерывно действующем источнике загрязнения.
Построены уровни равного загрязнения атмосферы и проанализирована их транс-
формация при изменении параметров источника.

Исследование [5] посвящено разработке трехмерной нестационарной математи-
ческой модели процесса распространения радионуклидов в атмосфере и расчета доз
облучения, позволяющей проводить прогнозные расчеты эволюции радиационной об-
становки в районе Волгодонской атомной электростанции. Разработанная математи-
ческая модель учитывает факторы, определяющие распространение радионуклидов
в атмосфере и загрязнение подстилающей поверхности, а также формирование инди-
видуальных доз облучения. На основе разработанной модели и численного алгоритма
был создан проблемно-ориентированный программный комплекс «RADExpert». Дан-
ный комплекс предназначен для проведения прогнозных расчетов распространения
радионуклидов и индивидуальных доз облучения, оперативной оценки последствий
внештатных ситуаций работы ВоАЭС с учетом характеристик местности, различных
метеоусловий и радионуклидных составов выбросов. RADExper» отличается от из-
вестных программных комплексов данного типа тем, что состоит из геоинформаци-
онной, моделирующей и экспертно-аналитической систем. Автором получены новые
взаимозависимости, позволяющие учитывать влияние метеорологических условий на
процесс распространения радионуклидов при авариях 1-го и 2-го типов, которые со-
здают экологически неблагоприятные последствия для городов Цимлянск и Волго-
донск.

Задача численного моделирования влияния дымовых аэрозолей в атмосфере рас-
смотрена в работе [6]. В работе предлагается негидростатическая модель атмосфер-
ного пограничного слоя, учитывающая фазовые переходы в системе «пар-вода-лед».
Разработано математическое обеспечение для расчета различных сценариев форми-
рования конвективной облачности в районе пожара и переноса дымового аэрозоля.
При выводе математической модели процесса распространения дымовых аэрозолей
были учтены процессы конвекции, турбулентного обмена, влажности, силы и на-
правления ветра. Количество и распределение осадков при наличии в атмосфере
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различных концентраций примесей позволили сделать предположение, что активный
вертикальный тепломассоперенос, генерируемый в зоне массовых лесных пожаров,
может оказаться фактором влияния локальных процессов (в зоне пожара) на атмо-
сферную циркуляцию регионального масштаба. Как утверждают авторы, получен-
ные результаты моделирования распространения дымового аэрозоля в тропосфере
под влиянием различных метеорологических факторов являются новыми.

В диссертационной работе [7] рассмотрен процесс распространения активной при-
меси в свободной и облачной атмосфере. Предложена математическая модель рассе-
яния активной примеси в атмосфере, основанная на применении линеаризованных
уравнений движения Навье-Стокса. Основное отличие данной модели от других мо-
делей рассеяния примесей в атмосфере состоит в том, что используя данную модель,
можно найти значения мгновенной концентрации активной примеси в любой точке
облачной атмосферы, основываясь на простых для определения физических пара-
метрах: поле давления, поле температуры, поле плотности, векторное поле скорости
атмосферного воздуха. Коэффициенты турбулентной диффузии в предлагаемой мо-
дели используются только при моделировании процесса рассеяния водяного пара.

В [8] рассмотрена задача оперативного прогноза методом учета эмиссий загрязня-
ющих веществ в атмосферу от очагов лесных пожаров. При моделировании переноса
загрязняющих веществ в атмосфере от очагов лесных пожаров учтено обратное вли-
яние состава воздуха на прогноз метеорологических величин.

В работах [9–13] созданы численный алгоритм и программный комплекс для об-
работки и анализа видеоизображений на базе персонального компьютера и разрабо-
таны методы анализа, позволяющие определять дисперсию примеси и коэффициен-
ты турбулентной диффузии по видеоизображениям аэрозольного шлейфа от стаци-
онарного точечного источника выброса вредных веществ в атмосфере. Разработан-
ный алгоритм преобразования цифровой видеопоследовательности в динамическое
изображение позволяет существенно уменьшить объем исходной видеоинформации.
С использованием созданных программ статистической обработки были построены
динамические изображения. Данные изображения используются при расчетах коэф-
фициента турбулентной диффузии.

В работах [14–16] проведены исследования процесса распространения и трансфор-
мации примесей в регионе озера Байкал, на основе разработанной нелинейной модели
объекта, описывающейся уравнением турбулентной диффузии. Проведенные иссле-
дование авторов показывают, что наибольшее влияние на озеро Байкал оказывают
выбросы предприятий Слюдянки и Байкальска. Проведенными вычислительными
экспериментами установлено незначительное влияние Иркутско-Черемховского про-
мышленного комплекса, в силу удаленности источников выбросов от озера и нали-
чия орографических неоднородностей. При северо-западном ветре со скоростью 2
м/с Приморский хребет и Олхинское плато задерживают третью часть ртути от по-
павшей на озеро. В радиусе 5 км от одиночного источника оседает примерно 10%
валового выброса ртути, что соответствует результатам других исследователей.

Работа [17] посвящена построению информационной модели расчета распростра-
нения примеси в приземном слое атмосферы над промышленными регионами. Для
реализации рассмотренных задач в работе была разработана структура информаци-
онной модели расчета загрязнения атмосферы, которая включает 3 стадии обработки
экологической информации: предобработку, обработку и постобработку. Предлагае-
мая структура содержит: модуль импорта информации с целью перевода информа-
ции, предоставленной субъектами экологического мониторинга из распространенных
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форматов в формат внутреннего представления в виде SQL базы данных. SQL база
исходных данных, в зависимости от ее типа, распределяется на три блока: информа-
ция о концентрациях загрязняющих веществ, метеорологическая и географическая
информация. Так как исходные данные от субъектов мониторинга могут поступать
в неопределенном порядке, необходимо выполнять сортировку каждый раз при до-
бавлении новых данных в базу, ввиду того, что для большинства методов прогно-
зирования важен порядок наблюдения во времени. На этапе предварительной обра-
ботки производится исключение из дальнейшей обработки или коррекция исходных
данных, которые являются аномальными. На этапе инициализации предусматрива-
ется расчет и инициализация параметров, которые не зависят ни от времени, ни от
пространственных характеристик, а зависят только от типа территориально распре-
деленного объекта и являются общими для большинства методов расчета.

Работы [18, 19] посвящены определению источников загрязнения атмосферы мате-
матическими методами, в основе которых лежит решение обратной задачи переноса
примеси. Эти методы позволяют по определенному числу точек наблюдений восста-
новить параметры источников загрязнения и выяснить территориальное расположе-
ние аэрозольного загрязнения. В результате проведенных исследований определены
количественные характеристики загрязнения территории города предприятием цир-
кониевого цикла и пространственное распределение загрязняющих веществ. Также
была отработана методика выявления источников загрязнения по результатам на-
блюдений состояния окружающей среды.

Вместе с тем, анализ многочисленных публикаций позволяет утверждать, что
в исследованиях авторов не рассмотрены химические процессы, протекающие в га-
зовой и жидкой фазах с учетом массообмена на разделе газ-частица в трехмерной
постановке и учетом скорости перемещения воздушной массы атмосферы по трем
направлениям 𝑢, 𝑣, 𝑤.

Также следует отметить, что при математическом моделировании процесса рас-
пространения вредных веществ в работах многих авторов предполагается, что рас-
пространение вредных веществ от источников не достигает рассматриваемых границ
области решения задачи и отсутствует приток вредных веществ через них.

Исходя из сказанного, в настоящей работе предприняты усилия для восполнения
указанного пробела. Целью настоящей работы является разработка математической
модели и численного алгоритма решения задачи переноса и диффузии активных
аэрозольных частиц в пограничном слое атмосферы при взаимодействии с влажной
воздушной массой.

2 Постановка задачи

В процессе переноса и диффузии часть аэрозольных соединений под влиянием
химических реакции в атмосфере переходит в другие формы, которые иногда пред-
ставляют собой более токсичные вещества, чем первоначальные. Цепочку превраще-
ний аэрозольных частиц можно представить следующим образом: 𝜙 → 𝜙0 → 𝜙1 →
𝜙2 → · · · → 𝜙𝑛. Этот процесс описывается системой дифференциальных уравнений
переноса и диффузии [3, 21, 22]:
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𝜕𝜙0

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝜙0

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝜙0

𝜕𝑦
+ (𝑤 − 𝑤𝑔)

𝜕𝜙0

𝜕𝑧
− 𝜕

𝜕𝑧

(︂
𝑘
𝜕𝜙0

𝜕𝑧

)︂
−

−𝜇
(︂
𝜕2𝜙0

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝜙0

𝜕𝑦2

)︂
+ 𝜎0𝜙0 = 𝐹 ;

𝜕𝜙1

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝜙1

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝜙1

𝜕𝑦
+ (𝑤 − 𝑤𝑔)

𝜕𝜙1

𝜕𝑧
− 𝜕

𝜕𝑧

(︂
𝑘
𝜕𝜙1

𝜕𝑧

)︂
−

−𝜇
(︂
𝜕2𝜙1

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝜙1

𝜕𝑦2

)︂
+ 𝜎1𝜙1 − �̃�0𝜙0 = 0;

𝜕𝜙2

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝜙2

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝜙2

𝜕𝑦
+ (𝑤 − 𝑤𝑔)

𝜕𝜙2

𝜕𝑧
− 𝜕

𝜕𝑧

(︂
𝑘
𝜕𝜙2

𝜕𝑧

)︂
−

−𝜇
(︂
𝜕2𝜙2

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝜙2

𝜕𝑦2

)︂
+ 𝜎2𝜙2 − �̃�1𝜙1 = 0;

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
𝜕𝜙𝑛

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝜙𝑛

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝜙𝑛

𝜕𝑦
+ (𝑤 − 𝑤𝑔)

𝜕𝜙𝑛

𝜕𝑧
− 𝜕

𝜕𝑧

(︂
𝑘
𝜕𝜙𝑛

𝜕𝑧

)︂
−

−𝜇
(︂
𝜕2𝜙𝑛

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝜙𝑛

𝜕𝑦2

)︂
+ 𝜎𝑛𝜙𝑛 − �̃�𝑛−1𝜙𝑛−1 = 0
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(1)

с краевыми условиями

𝜙𝑖(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝜙𝑖,0(𝑥, 𝑦, 𝑧) при 𝑡 = 0, (2)

𝛼1𝜇
𝜕𝜙𝑖

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=0

= (1 − 𝛼1) (𝜙𝑖 − 𝜙𝑖,𝐻) ; 𝛽1𝜇
𝜕𝜙𝑖

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝐿𝑥

= (1 − 𝛽1) (𝜙𝑖 − 𝜙𝑖,𝐻) ;

𝛼2𝜇
𝜕𝜙𝑖

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑦=0

= (1 − 𝛼2) (𝜙𝑖 − 𝜙𝑖,𝐻) ; 𝛽2𝜇
𝜕𝜙𝑖

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑦=𝐿𝑦

= (1 − 𝛽2) (𝜙𝑖 − 𝜙𝑖,𝐻) ;

𝜕𝜙𝑖

𝜕𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑧=0

= 𝜉𝜙𝑖;
𝜕𝜙𝑖

𝜕𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑧=𝐿𝑧

= 0,

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
. (3)

где 𝑖 = 1, 2, 3, ..., 𝑛.
Здесь 𝜙 – количество распространяющейся субстанции; 𝑡 – время, 𝑥, 𝑦, 𝑧 – коорди-

наты; 𝑢, 𝑣, 𝑤 – составляющие скорости ветра по направлениям 𝑥, 𝑦, 𝑧 соответственно;
𝑤𝑔 – скорость осаждения частиц; 𝑘 – коэффициент турбулентного перемешивания;
𝜉 – коэффициент взаимодействия аэрозольных частиц с постилающей поверхностью
земли; 𝜇 – коэффициент диффузии, 𝜎𝑖 = 𝜎𝑖 + /𝑠𝑖, 𝜎𝑖 – коэффициент поглощения; 𝑠𝑖
– количественная характеристика изменения массы концентрации в результате взаи-
модействия с компонентами атмосферы; 𝐹 = 𝑄𝛿(𝑥− 𝑥𝑖, 𝑦 − 𝑦𝑗, 𝑧 − 𝑧𝑘; 𝑄 – мощность
источника; 𝛼1, 𝛼2, 𝛽1, 𝛽2 принимают значение 0 или 1 в зависимости от постановки
задачи.

Для интегрирования поставленной задачи основные параметры математической
модели процесса 𝑢, 𝑣, 𝑤, 𝜆, 𝜇 будем определять в виде степенных функций

𝑢 (𝑥, 𝑡) = |𝑣1|
(︂
𝑧

𝑧1

)︂𝑛

cos 𝛽, 𝑣 (𝑧, 𝑡) = |𝑣1|
(︂
𝑧

𝑧1

)︂𝑛

, 𝑤(𝑧, 𝑡) = |𝑣1|
(︂
𝑧

𝑧1

)︂𝑛

sin 𝛽,

𝑘 (𝑧, 𝑡) = 𝑘0 (𝑧, 𝑡) + 𝑘 (𝑧, 𝑡) , 𝜇 = |𝜐|
(︀
𝑘𝑥 +𝑅𝜃20

)︀
,

где |𝑣1| – модуль скорости ветра при 𝑧 = 1 м.
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Коэффициент диффузии зависит от расстояния от источника загрязнения и 𝜃20 –
дисперсии возмущений направления ветра, осреднённой за достаточно большой про-
межуток времени. Здесь 𝑅 – расстояние от источника, 𝑘𝑥 – параметр, определяемый
по характеристикам приземного слоя. Коэффициент взаимодействия с подстилаю-
щей поверхностью 𝜉 изменяется в пределах 0 6 𝜉 6 1. Если частица попадает в
твердую стенку, то считается 𝜉 = 0, если ударяется о водную поверхность, то 𝜉 = 1.
Обычно часть аэрозольных выбросов в зависимости от своей массы, метеорологиче-
ских и климатических условий, характеристик подстилающей поверхности и геогра-
фического расположения области распространения попадает на подстилающую по-
верхность. Затем часть из них снова попадает в атмосферу. Считают, что 𝜉 является
постоянной величиной в рассматриваемой области. Это искажает прогноз распреде-
ления частиц на подстилающей поверхности. Чтобы избежать такой проблемы, при
разработке математической модели процесса нужно учитывать 𝜉 = 𝜉(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑟).

Для учета поглощения аэрозольных частиц в растительном покрове коэффициент
взаимодействия с подстилающей поверхностью 𝜉 необходимо вычислять с помощью
формулы:

𝜉 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑟) =

{︂
0, z > z𝑘,

0, 264𝑢(𝑧)1,65𝑤0,66
𝑔 𝑠 (𝑧) , 𝑧 < 𝑧ℎ.

Здесь 𝑧ℎ – высота слоя растительности, 𝑠(𝑧) – удельная поверхность растительно-
сти. Задача рассматривается в течении времени (0, 𝑇 ), коэффициент турбулентности
зависит от высоты и времени прогнозирования процесса.

Как правило, ночью и в подутреннее время наблюдается устойчивая и безраз-
личная стратификация атмосферы, а в дневное время – неустойчивая. Данное об-
стоятельство необходимо учитывать при построении вычислительного алгоритма и
программного обеспечения. Для вычисления коэффициента турбулентности восполь-
зуемся метеорологическими характеристиками в пограничном слое атмосферы, ко-
торые функционально связывают вертикальное распределение коэффициента турбу-
лентности от стратификации атмосферы и числа Россби. Обычно, высоты загрязняю-
щих источников расположены по вертикали неравномерно. Поэтому основная задача
решается по 𝑥, 𝑦 на равномерных сетках, а по вертикали - на неравномерных. Коэф-
фициент турбулентности выбирается в зависимости от стратификации атмосферы и
высоты источников загрязнения.

Коэффициент диффузии 𝜇 также зависит от скорости ветра, т.е. изменяется по
вертикали и по времени. Поэтому при построении вычислительного алгоритма необ-
ходимо учитывать изменение этих параметров в поставленной задаче.

3 Метод решения
Систему (1) и соответствующие начальное и граничные условия (2)-(3) предста-

вим в векторно-матричном виде [21–23]:

𝐸𝐿Φ + 𝐴Φ = 𝐹 ; (4)

Φ𝐻 = 0 при 𝑡 = 0; (5)
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𝛼1𝜇
𝜕Φ

𝜕𝑥
= (1 − 𝛼1)(Φ − Φ𝐻) при 𝑥 = 0;

−𝛼2𝜇
𝜕Φ

𝜕𝑥
= (1 − 𝛼2)(Φ − Φ𝐻) при 𝑥 = 𝐿𝑥;

𝛽1𝜇
𝜕Φ

𝜕𝑦
= (1 − 𝛽1)(Φ − Φ𝐻) при 𝑦 = 0;

−𝛽2𝜇
𝜕Φ

𝜕𝑦
= (1 − 𝛽2)(Φ − Φ𝐻) при 𝑦 = 𝐿𝑦;

𝜕Φ

𝜕𝑧
при 𝑧 = 𝐻𝑣𝑔;

𝜕Φ

𝜕𝑧
= 𝜉Φ при 𝑧 = 𝐻𝑝𝑧.
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. (6)

Здесь 𝐻𝑝𝑧 – подстилающая поверхность, 𝐻𝑣𝑔 – верхняя граница,

Φ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝜙0

𝜙1

𝜙2

· · ·
𝜙𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ; 𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝜎0 0 0 . . . 0 0
−̃𝜎0 𝜎1 0 . . . 0 0

0 −̃𝜎1 𝜎2 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . ˜−𝜎𝑛−1 𝜎𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ 𝐹 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑓0
0
0
· · ·
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ;

𝐿 =
𝜕

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕

𝜕𝑦
+ (𝑤 − 𝑤𝑔)

𝜕

𝜕𝑧
− 𝜕

𝜕𝑧
𝑘
𝜕

𝜕𝑧
− 𝜇

(︂
𝜕2

𝜕𝑥2
+

𝜕2

𝜕𝑦2

)︂
.

Задачу (4)-(6) решаем в области 𝐷, представляющей собой прямой параллелепи-
пед. Так как все собственные числа матрицы 𝐴 являются простыми и действитель-
ными, то её можно представить в виде

𝐴 = 𝐵𝜆𝐵−1. (7)

Здесь 𝜆 – диагональная матрица состоящая из собственных чисел матрицы 𝐴

𝜆 =

⎛⎜⎜⎝
𝜆0 0 . . . 0
0 𝜆1 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 𝜆𝑛

⎞⎟⎟⎠ ;

столбцами матрицы 𝐵 являются собственные вектора матрицы 𝐴, соответствующие
собственному числу 𝜆𝑖; 𝐵−1 – обратная матрица.

Умножая (4) на 𝐵−1, преобразуем систему и получим

𝐿𝐵−1Φ +𝐵−1𝐴Φ = 𝐵−1𝐹. (8)

Вводя обозначение
𝐵−1Φ = Φ(1), 𝐵−1𝐹 = 𝐹 (1) (9)

и так как 𝐵−1𝐴Φ = 𝐵−1𝐵𝜆𝐵−1Φ = 𝜆Φ(1) уравнение (8) преобразуем к виду

𝐿Φ(1) + 𝜆Φ(1) = 𝐹 (1). (10)

В скалярной форме уравнение (10) имеет следующий вид

𝐿𝜙
(1)
𝑖 + 𝜆𝑖𝜙

(1)
𝑖 = 𝑓

(1)
𝑖 ; (𝑖 = 1, 2, 3, · · · , 𝑛). (11)
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𝜙
(1)
𝑖 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝜙

(1)
𝑖,0 (𝑥, 𝑦, 𝑧); при 𝑡 = 0, (12)

𝛼1𝜇
𝜕𝜙

(1)
𝑖

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=0

= (1 − 𝛼1)
(︁
𝜙
(1)
𝑖 − 𝜙

(1)
𝑖,𝐻

)︁
;

𝛽1𝜇
𝜕𝜙

(1)
𝑖

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑥=𝐿𝑥

= (1 − 𝛽1)
(︁
𝜙
(1)
𝑖 − 𝜙

(1)
𝑖,𝐻

)︁
;

𝛼2𝜇
𝜕𝜙

(1)
𝑖

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑦=0

= (1 − 𝛼2)
(︁
𝜙
(1)
𝑖 − 𝜙

(1)
𝐻

)︁
;

𝛽2𝜇
𝜕𝜙

(1)
𝑖

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑦=𝐿𝑦

= (1 − 𝛽2)
(︁
𝜙
(1)
𝑖 − 𝜙

(1)
𝐻

)︁
;

𝜕𝜙
(1)
𝑖

𝜕𝑧

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑧=𝐻𝑝𝑧

= 𝜉𝜙
(1)
𝑖 ;

𝜕𝜙
(1)
𝑖

𝜕𝑧

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑧=𝐻𝑣𝑔

= 0;
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(13)

где 𝑖 = 1, 2, 3, · · · , 𝐼.
Итак, после ортогонального преобразования, от связанной системы дифферен-

циальных уравнений переноса и диффузии пришли к 𝐼 - независимым уравнениям
переноса и диффузии. Решая задачу (10)-(13) получим значение функции �̂�(1) =

=
(︁
𝜙
(1)
0 , 𝜙

(1)
1 , 𝜙

(1)
2 , ..., 𝜙

(1)
𝐼

)︁
в области 𝐷. Чтобы перейти от функции 𝜙

(1)
𝑖 к функции

�̂� = (𝜙0, 𝜙1, 𝜙2, ..., 𝜙𝐼) воспользуемся (9). Для этого уравнение (8) умножим слева на
матрицу 𝐵

𝐵𝐵−1 = 𝐵(1), 𝐵𝐵−1 = 𝐸,

Φ(1) =
(︁
𝜙
(1)
0 , 𝜙

(1)
1 , 𝜙

(1)
2 , ..., 𝜙

(1)
𝐼

)︁
Отсюда приходим к решению искомой задачи (1)-(3).
Для примера рассмотрим цепочку превращений, состоящих из трех звеньев. Тогда

система уравнений (1)-(3) примет вид:

𝜕𝜙1

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝜙1

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝜙1

𝜕𝑦
+ (𝑤 − 𝑤𝑔)

𝜕𝜙1

𝜕𝑧
−

−𝜇
(︂
𝜕2𝜙1

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝜙1

𝜕𝑦2

)︂
− 𝜕

𝜕𝑧
𝑘
𝜕𝜙1

𝜕𝑥
+ 𝜎1𝜙1 = 𝑓1;

𝜕𝜙2

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝜙2

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝜙2

𝜕𝑦
+ (𝑤 − 𝑤𝑔)

𝜕𝜙2

𝜕𝑧
−

−𝜇
(︂
𝜕2𝜙2

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝜙2

𝜕𝑦2

)︂
− 𝜕

𝜕𝑧
𝑘
𝜕𝜙2

𝜕𝑥
+ 𝜎2𝜙2 − �̃�1𝜙1 = 0;

𝜕𝜙3

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝜙3

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝜙3

𝜕𝑦
+ (𝑤 − 𝑤𝑔)

𝜕𝜙3

𝜕𝑧
−

−𝜇
(︂
𝜕2𝜙3

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝜙3

𝜕𝑦2

)︂
− 𝜕

𝜕𝑧
𝑘
𝜕𝜙3

𝜕𝑥
+ 𝜎3𝜙3 − �̃�2𝜙2 = 0.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(14)

с краевыми условиями

𝜙𝑖 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝜙𝑖,0 (𝑥, 𝑦, 𝑧) при 𝑡 = 0, (15)
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𝛼1𝜇
𝜕𝜙𝑖

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=0

= 𝛼2 (𝜙𝑖 − 𝜙𝑖,𝐻) ;

−𝛽1𝜇
𝜕𝜙𝑖

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝐿𝑥

= 𝛽2 (𝜙𝑖 − 𝜙𝑖,𝐻) ;

𝛼3𝜇
𝜕𝜙𝑖

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑦=0

= 𝛼4 (𝜙𝑖 − 𝜙𝑖,𝐻) ;

−𝛽3𝜇
𝜕𝜙𝑖

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑦=𝐿𝑦

= 𝛽4 (𝜙𝑖 − 𝜙𝑖,𝐻) ;

𝑘
𝜕𝜙𝑖

𝜕𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑧=0

= 𝜉𝜙𝑖;
𝜕𝜙𝑖

𝜕𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑧=𝐿𝑧

= 0,

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(16)

где 𝑖 = 1, 2, 3.
Систему (14)-(16) запишем в векторном и матричном виде

𝐸𝐿Φ + 𝐴Φ = 𝐹 ; (17)

Φ = Φ𝐻 при 𝑡 = 0; (18)

𝛼1𝜇
𝜕

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=0

= (1 − 𝛼1) (−) ;

−𝛽1𝜇
𝜕

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝐿𝑥

= (1 − 𝛽1) (−) ;

𝛼2𝜇
𝜕

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑦=0

= (1 − 𝛼2) (−) ;

−𝛽2𝜇
𝜕

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑦=𝐿𝑦

= (1 − 𝛽2) (−) ;

𝜕

𝜕𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑧=0

= 𝜉;
𝜕

𝜕𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑧=𝐿𝑧

= 0,

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(19)

где

Φ =

⎛⎝ 𝜙1

𝜙2

𝜙3

⎞⎠ ;𝐴 =

⎛⎝ 𝜎1 0 0
−̃𝜎1 𝜎2 0

0 −̃𝜎2 𝜎3

⎞⎠ ;𝐹 =

⎛⎝ 𝑓1
0
0

⎞⎠ .

Для преобразования матрицы 𝐴 найдем ее собственные вектора и собственные числа

|𝐴− 𝜆𝐸| = 0 или

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝜎1 − 𝜆1 0 0

−�̃�1 𝜎2 − 𝜆2 0
0 −�̃�2 𝜎3 − 𝜆3

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = 0.

Отсюда

(𝜎1 − 𝜆1) (𝜎2 − 𝜆2) (𝜎3 − 𝜆3) = 0 и 𝜆1 = 𝜎1, 𝜆2 = 𝜎2, 𝜆3 = 𝜎3.

Все собственные числа простые и вещественные.
Теперь найдем собственные вектора, соответствующие собственным значениям 𝜆𝑖

𝐴𝑋 = 𝜆𝑋

Для 𝑋𝑖 имеем
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⎛⎝𝜎1 − 𝜆1 0 0
−�̃�1 𝜎2 − 𝜆1 0

0 −�̃�2 𝜎3 − 𝜆1

⎞⎠⎛⎝𝑥11𝑥21
𝑥31

⎞⎠ = 0 ⇒

⎧⎨⎩
(𝜎1 − 𝜆1)𝑥11 = 0;

−�̃�1𝑥11 + (𝜎2 − 𝜆1)𝑥21 = 0;
−�̃�2𝑥21 + (𝜎3 − 𝜆1)𝑥31 = 0.

Известно, что 𝜎1 − 𝜆1 = 0, 𝑥11 ̸= 0. Для определенности считаем 𝑥11 = 1. Тогда
система принимает вид

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑥11 = 1;

−�̃�1 + (𝜎2 − 𝜎1)𝑥21 = 0;
−�̃�2𝑥21 + (𝜎3 − 𝜎1)𝑥31 = 0;

⇒

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥11 = 1;

𝑥21 =
�̃�1

(𝜎2 − 𝜎1)
;

𝑥31 =
�̃�1�̃�2

(𝜎2 − 𝜎1) (𝜎3 − 𝜎1)
;
⇒ 𝑋1 =

⎛⎝𝑥11𝑥21
𝑥31

⎞⎠⇒

⇒ 𝑋1 =

⎛⎜⎜⎜⎝
1
�̃�1

(𝜎2 − 𝜎1)
�̃�1�̃�2

(𝜎2 − 𝜎1) (𝜎3 − 𝜎1)

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Для 𝑋2 имеем

⎛⎝𝜎1 − 𝜆2 0 0
−�̃�1 𝜎2 − 𝜆2 0

0 −�̃�2 𝜎3 − 𝜆2

⎞⎠⎛⎝𝑥12𝑥22
𝑥32

⎞⎠ = 0 ⇒

⎧⎨⎩
(𝜎1 − 𝜆2)𝑥12 = 0;

−�̃�1𝑥11 + (𝜎2 − 𝜆2)𝑥22 = 0;
−�̃�2𝑥21 + (𝜎3 − 𝜆2)𝑥32 = 0.

Известно, что 𝜎2 − 𝜆2 = 0, 𝑥22 ̸= 0, 𝜎1 ̸= 𝜎2, 𝑥12 = 0. Для определенности считаем
𝑥22 = 1. Тогда система принимает вид⎧⎨⎩

𝑥13 = 0
𝑥23 = 0
𝑥33 = 1

⇒ 𝑋3 =

⎛⎝𝑥13𝑥23
𝑥33

⎞⎠⇒ 𝑋3 =

⎛⎝0
0
1

⎞⎠ .

В итоге получим

𝑋 =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 0 0
�̃�1

(𝜎2 − 𝜎1)
1 0

�̃�1�̃�2
(𝜎2 − 𝜎1) (𝜎3 − 𝜎1)

�̃�2
(𝜎3 − 𝜎2)

1

⎞⎟⎟⎟⎠ .

С помощью 𝑋 можем вычислить 𝑋−1. Собственные числа и собственные вектора
известны. Теперь можно преобразовать систему (17), тогда получим три независи-
мых уравнения. При этом соответственно преобразуются и краевые условия. Каждое
преобразованное уравнение с соответствующими краевыми условиями решается ме-
тодом дробных шагов. С помощью соотношения (8) от преобразованной функции
𝜙
(1)
1 , 𝜙

(1)
2 , 𝜙

(1)
3 переходим к искомым функциям 𝜙1, 𝜙2, 𝜙3

4 Выводы
Таким образом, получена система -независимых дифференциальных уравнений с со-
ответствующими преобразованными краевыми условиями, описывающая процесс пе-
реноса и диффузии активных аэрозольных частиц, которую можно решать методом
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дробных шагов на гибридных вычислительных систем при соответствующей реали-
зации программного средства.

Для интегрирования поставленной задачи и вычисления основных параметров
математической модели процесса получены функциональные зависимости.

Для учета поглощения аэрозольных частиц растительным покровом получена
формула для вычисления коэффициента взаимодействия с подстилающей поверх-
ностью.

На основе разработанной математической модели, численного алгоритма и про-
граммного обеспечения можно проводить вычислительные эксперименты на ЭВМ
для исследования, прогнозирования и мониторинга процесса распространения ак-
тивных вредных веществ в атмосфере.

Анализируя результаты проведенных вычислительных экспериментов на ЭВМ
можно принимать управленческие решения, в частности, по оптимальному размеще-
нию вновь возводимых промышленных предприятий и объектов социального назна-
чения.
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The process of distribution of active aerosol emissions, which are formed as a result
of chemical reactions in the atmosphere and the transition of some substances to other
more toxic substances is researched in the paper. A brief review of scientific papers
devoted to various aspects and mathematical support of the process of transfer and dif-
fusion of active harmful substances in the atmosphere is given. The authors developed
a mathematical model of the process under study, presented in the form of a system of
differential equations in partial derivatives. The model describes the process of transfor-
mation of aerosol particles into other more toxic forms, which occurs under the influence
of chemical reactions in the atmosphere. Since the developed mathematical model of the
process is described by the complete system of hydromechanical equations, then for its
solution the authors propose an algorithm for splitting the system into three independent
subtasks. The proposed approach makes it possible to integrate the problem numerically
on a distributed computer system with the appropriate software implementation.

Keywords: mathematical model, transfer and diffusion of harmful substances, weather
and climate factor, hydromechanics, numerical algorithm, software, computational ex-
periment
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